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Vorwort 



Als ^^geometrische^ Transformationen bezeichne ich im 
folgenden solche Verwandtschaften, welche, abgesehen von 
der analytischen Festigung, audi durch übersichtliehe, geo- 
metrische Konstraktionen vermittelt werden können und 
-welche weiter in erster Linie zur Erforschung geo- 
metrischer Eigenschaften der Gebilde dienen. Nadi 
dieser allerdings nicht strengen Begriffsbestimmung werden 
z. B. die konformen Abbildungen nicht mehr in das von 
nns begrenzte Gebiet gehören. Denn bei diesen verfolgt 
man wesentlich funktionen-theoretische Interessen. Ebenso 
dürfen die in der Kartographie gebrauchlichen Abbildungen 
nnberücksichtigt bleiben , da sie der überwiegenden Mehr- 
zahl nach nicht durch rein geometrische Operationen ab- 
zuleiten sind. 

In dem vorliegenden ersten Teile behandle ich zunächst 
die projektiven Transformationen. Als Ausgangspunkt 
wurde die projektive Maßbestimmung gewählt und des- 
wegen, sowie um dem Buche eine gewisse Selbständigkeit 
zu geben, im ersten Abschnitt die Theorie der sogenannten 
projektiven Koordinaten, soweit es nötig war, entwickelt. 
Daran sdiließt sich die Betrachtung der KoUineation und 
der Korrelation, indem diese Verwandtschaften der Reihe 
nach für die Grundgebilde erster, zweiter und dritter Stufe 
diirchgeführt werden. Die einschlägigen, analytischen Pro- 
bleme, sowie die von der Analysis gebotÄü^ii ffilfemltfcA 
ßnden überall wenigstens Erwähnung. 



IV Vorwort. 

Wenn femer in der Gegenwart das deutUche Bestreben 
zu erkennen ist^ zwischen den mathematischen mid tech- 
nischen Wissenschaften einen engeren Zusammenschloß her- 
zustellen^ so mag es nicht unangebracht erscheinen^ daß die 
Anwendungen der projektiven Beziehungen in der dar- 
stellenden Geometrie eine eingehende Erörterung erfahren« 
Gewiß ist es ja nötig, bei den Konstruktionen der deskriptiven 
Geometrie jederzeit das Raumobjekt innerlich vor Augen 
zu haben und alle im Bilde ausgeführten Operationen zu 
demselben in Beziehung zu setzen. Ist dies aber einmal 
erreicht, so führt die zeichnerische Durchführung fast mmier 
zu kollinearen Beziehungen, und man kann geradezu sagen, 
die darstellende Geometrie sei die Lehre von der systema- 
tischen Ausnutzung dieser kollinearen Verwandtschaften. 

In Verfolgung des gleichen Gedankens füge ich auch 
eine Beschreibung der einfacheren Apparate bei, welche 
projektive Transformationen in mechanischer Weise herstellen. 

Auch die Anwendungen projektiver Abbildungen in der 
Kunst (Perspektive, Relief), in der konstruierenden, neueren 
Geometrie, in der Kinematik, Optik der Instrumente und 
Krystallographie fanden Berücksichtigung und wurde nament- 
lich mit Literaturangaben, die sich auf Anwendungen der 
theoretischen Untersuchungen in den Naturwissenschaften 
oder in der Technik beziehen, nicht gespart 

Im zweiten Teile gedenke ich die quadratischen und 
Cremonaschen Transformationen in der Ebene und im 
Räume, sowie höhere Korrespondenzen und geometrische 
Anwendungen dieser Theorien zu erledigen. 

SoUte meine Arbeit die Freude an geometrischen Studien 
fördern und erhöhen, so würde damit auch die Absicht von 
Herrn Professor Dr. H, Schubert erreicht, auf dessen Ver- 
anlassung und Anregung hin ich die Bearbeitung der geo- 
metrischen Transformationen übernommen habe. 

München, Februar 1902. 

Karl DoeUemann. 
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2 I. Das Doppelverbftltnis. Bin&re Maßbestimmnng. 

möge an dem einfachsten Beispiel einer Punkttransformation 
erläutert werden. Es seien wieder x^ y, die Koordinaten 
eines Punktes in einem Koordinatensystem^ femer seien 
/i> A? fs gegebene Funktionen von x, y, is. Ist nun im 
Baume ein zweites Koordinatensystem gegeben, in bezug auf 
welches ein Punkt durch die Koordinaten x'j y\ z' fest- 
gelegt wird, so mögen die Gleichungen bestehen: 

(2) x' = f^(x,y,z), y=U{x,yyZ), 0' = U(Xyy,z). 

7a\\ jedem Wertsystem x, y, erhält man aus diesen Glei- 
chungen ein Wertsystem x', y', z' oder eine Reihe solcher 
Wertsysteme. 

Ist man femer imstande^ die Gleichungen (2) auch nach 
X, y, z aufzulösen, so daß man hat 

(3) x^(p^{x'y'z'), y = (p^(x'y'z'), = (fsi^y'z'), 

so werden durch diese Gleichungssysteme die Punkte des 
Raumes einander zugeordnet. Irgend einer Fläche, z. B. 

F{xyz) = 0, 

entspricht eine andere, die man erhält, wenn man in jF=0 
die Werte von x, y, z aus den Gleichungen (3) einführt. 
Diese Fläche wird also in eine andere verwandelt, und auch 
diesen Übergang von dem einen Gebilde zu dem anderen 
nennt man eine Transformation. Während im ersten Falle 
das räumliche Gebilde in bezug auf ein neues Koordinaten- 
system eine andere Form der Darstellung annahm, geht im 
zweiten Falle das geometrische Gebilde in ein anderes über. 
In beiden Fällen aber vollzieht sich die Transformation da- 
durch, daß man an Stelle der Koordinaten neue Ausdrücke 
einfuhrt, also durch eine Substitution. Wie femer die 
Gleichungen (2) imd (3) die Punkte zweier in einander trans- 
formierter Gebilde einander zuordnen, also eine Punkt- 
transformation vorstellen, so kann man durch entsprechende 
Änderungen einem Punkte etwa eine Ebene zuweisen oder 
auch irgend welche andere Gebilde. 

2. Die Beziehung oder „Verwandtschaft", welche zwischen 

solchen in einander transformierten Gebilden besteht, kann 

selbst Gegenstand der Untersuchimg sein und zur Gewinnung 

geometrischer Resultate dienen. Andererseits kann man auch 

die analytische Seite der Transformatioii, di'ö Yei&oderungen, 
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Xlmformungeiiy Sedoktionen der Gleichongen in den Vorder- 
grund der Betrachtung stellen. 

Als ^^geometrische Transformationen'^ — einem im übrigen 
nicht strenge zu definierenden B^riffe — sollen im folgenden 
solche Transformationen betrachtet werden^ bei welchen der 
geometrische Zusammenhang zwischen den aufeinander 
bezogenen Gebilden in einfacher Weise übersehen werden 
kann, so daß uns überhaupt die geometrischen Beziehungen 
in erster Linie interessieren. 

Um eine weitere Abgrenzung zu gewinnen, mögen zu- 
nächst die projektiven Transformationen behandelt werden^ 
d h. solche Verwandtschaften, welche die projektiven Eigen- 
schaften der Gebilde unverändert lassen. Ganz von selbst 
wird bei diesen der Begriff des Doppelverhältnisses eine 
wichtige Bolle spielen. 

unsere nächste Au%abe besteht nun darin, die Elemente 
der Geometrie, Punkt, öerade, Ebene in ihrer Lage durch 
Koordinaten festzulegen, die im Sinne der projektiven Geo- 
metrie möglichst allgemein, demnach durch Doppelverhältnisse 
ausgedrückt sind. 

Das Doppelverhältnis. 

3. Vier Elemente eines Grundgebildes erster Stufe, also 
vier Punkte Ä, B, C, D einer Punktreihe, vier Strahlen 
«, i, c, d eines Strahlenbüschels oder vier Ebenen a, ß, y, d 
eines Ebenenbüschels bilden ein Doppel Verhältnis, das man 
in folgender Weise darzustellen pflegt: 

sm (öc) sm(oa) 

sm(ßy) sm {ßö) 

Smd die vier Elemente und ihre Zuordnung gegeben, so ist 
der Wert des Doppel Verhältnisses, auch dem Vorzeichen 
nach, bestimmt. Wenn die beiden Paare von Elementen, 
z. B. J., S und C, 2), sich trennen, so ist der Wert des 
Doppelverhältnisses negativ. Trennen sich die beide». P«Äse 
mcb^ so bat das DoppeJverhältnis einen positiNen "^ ^t\,. 



4 L Dm DoppelYcrhiHnii. Binire Mafibestimmiiiig. 

Utgen die beiden Paare, z.'B. A, B und C, D, hannomsch^ 
f$o entepricbt dies dem Weite — 1 für das Doppelverhaltois 
(ÄBCju). Femer gilt noch folgender wichtige Satz: 

Sind drei EHemente eines Grnmdgebildes erster Stufe 
gegeben^ sowie ihre Zuordnung, z.B. die Punkte AyBy C 
einer Punktreihe, und ist X irgend eine reelle, positive 
oder n^ative Zahl, so gibt es bloß einen Punkt D 
der Punktreihe, der mit A, B, C das Doppel- 
Verhältnis l bildet, so daß also 

(ABCD) = X. 

4. Aus vier Elementen, z. B. vier Punkten A, B, C, D, 
kann man 24 Doppelverhältnisse bilden, die aber nur sechs 
verschiedene Werte haben. Bezeichnet man einen derselben, 
etwa (ABCD), mit X, so lassen sich die übrigen ffinf Werte 
rational durch ihn ausdrücken, wie die folgenden Formeln 
angeben, welche gleichzeitig die für das Bechnen mit Doppel- 
verhältnissen notigen Gesetze der Umformung solcher Aus- 
drücke enthalten: 

(1) (ABCD) « (CD AB) = X. 

(2) (A BCD) = (BAD C)^X. 

(6) {A CBJ)) =- 1 — (ABCD) = 1-X. 

(6) {ACJ)B)=^^^. 

(8) (ADBC)^^^^. 

Darstellung der aus n Elementen abzuleitenden 

Doppel Verhältnisse. 

6. Es seien jetzt beliebig viele Punkte A, B, C, D, ... 
dnor Punktreihe gegeben. Wir sondern drei derselben aus, 
t, Jf, C, tmd legen vier weitere PxuMe, D, E, F, Gf, ]e 
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durch das Doppelverhaltnis fest, das sie mit Ä^ Bj C bildcD. 
Es sei also 

{ÄBCD) = d, (ABCF) - (p, 

{ABCE) = By {ABCG) = x- 

Wie laßt sich dann das Doppelverhaltnis [DEFG) durch 
diese Werte ausdrücken? 

Zunächst überzeugt man sich ohne weiteres durch 
Ausrechnung, daß für fünf Punkte Äy B, C, D, E die 
Sektion gilt: 

(9) {AB CD) {ABBE) {ABEC) = \. 

Durch Anwendung von Formel (3) geht diese Gleichung 
über in 

(AB CD) {ABBE) 

{ABCE) ^ 

oder 

Diese Formel zeigt, wie man aus zwei Doppelverhältnissen, 
in denen die drei ersten Elemente die nämlichen sind, das 
dritte dieser Elemente (C) eliminieren kann. Vermöge (10) 
erhalten wir dann 

(ABCF) ,.„pp. V 
JÄBCE)^^ ^'^~^' 

Die Formel (5) liefert weiter: 

(AEBB) = 1 - (ABED) = ^^, 

e 

(AEBF) = 1 — (ABEF) = ^^^ . 

Daraus ergibt sich nach (10) 

(AEBF) rj-EJT\r?\ « — T 



6 I. Bas Doppelyerh&ltnis. Bin&re MaßbesÜTninong. 

Ganz ebenso wird aber sein: 



{AEDG) = 



e — d 



Es erübrigt noch^ aus den beiden letzten Gleichungen den 
Buchstabcai A zu entfernen^ wozu die Gleichung (7) dienen 
kann. Es ist nämlich: 

{ÄEDF) 



[DEAF] = {AFDE) = 



oder 



(AEDF) ~ 1 
{DFAE) e—<p 



(DFAE)—1 d — <p 



also 



ebenso 



(i>^^^)=l-l 



(DEA G) = * ^ 



und daraus endlich 

(11) ^)EFQ) = ^--t:^-^ll 

' e — (p e — X 

In der gleichen Weise kann man offenbar jedes aus irgend 
vier Punkten formierte Doppelverhältnis darstellen durch 
die auf A, B, C bezogenen Doppelverhältnisse. 
Allgemein gilt übrigens der äatz: 

Sind n Punkte einer Punktreihe g^eben und 
w — 3 von einander unabhängige^ aus diesen Punkten 
gebildete Doppel Verhältnisse , so läßt sich jedes 
aus vieren der Punkte gebildete Doppelverhältnis 
durch diese n — 3 Doppelverhältnisse ausdrücken. 

In der Tat greifen wir die drei Punkte Ay B, C 
heraus und fixieren die Doppelverhältnisse, welche die n — 3 
übrigen Punkte mit ihnen bilden, also: 

[ABCD) = d, [ABGE) = BVi.%. f. 

Dann können wir nach dem eben Bewiesenen jedes 
DojDpelverhältnis, also auch die n — 3 gegebenen Doppel- 
verbältnissey sowie das gesuchte "DoippÄNcÄSiXjKÄ dso^ ^<^ 
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» — 3 Größen dy e, ... ausdrücken. Dies gibt n — 2 
Gleichaogen. Eliminiert man ans ihnen die n — 3 Größen 
ijEt ..., so erhalten wir das gesuchte Doppel Verhältnis als 
Fanktion der n — 3 gegebenen Doppelverhältnisse« 



§ 2. Die Mafsbestlmmang 
in den GrnndgebUden erster Stufe. 

Die Punktreihe. 

6. Um die einzelnen Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe und zwar zunächst die Punkte einer Punktreihe 
durch Zahlenwerte in ihrer Lage zu bestimmen^ wählen wir 
auf der Geraden drei Punkte A^y A^, E. Irgend ein 
Punkt P bildet mit diesen drei Punkten ein Doppel- 
verhältnis A TP A T> 

Für jede Lage des Punktes P auf der Geraden nimmt 
dies] Doppel Verhältnis einen^ auch dem Vorzeichen nach^ be- 
stimmten Wert an und, wenn umgekehrt irgend ein Zahlen- 
wert angenommen wird, so gibt es nach 3. bloß einen 
mid immer einen Punkt, der mit A^y A^, E dies Doppel- 
verhältnis bildet. Deswegen kann man dies Doppelverhältnis 
als die Koordinate einfuhren, durch welche man die Punkte 
der Punktreihe darstellt. 

Es liegt aber im Interesse der Rechnung, die Lage 
eines Punktes nicht durch eine Größe, sondern durch das 
Verhältnis zweier Zahlen zu bestimmen. Dem entsprechend 
schreiben wir das obige Doppelverhältnis in folgender Form: 

(A^ A, EP) = ^^^'f^f = ^ , 
^ ^^ ^ A^PiA^E x^' 

indem wir setzen: 

AP Pi 



QX^ = 



A^E 6i 

A^F ^j?2 
A^E e^ 



Die Vorzeichen von x^ und x^ 'werdeii \>o«^^I\n ^&sst 
B^tdv genommen, je nachdem die beideiv ^\ied».^TL Vsdl 
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I. Das Doppelverhftltnifl. Binäre Maßbestimmang. 



wobei also gesetzt wurde: 



Q' ^2 = 



?1 
«1 



sin {aip) 
sin (% e) 

sin(agp) ^ 
sin (a, e) e^ 



Die beiden Größen f^ und fg können wir wieder als 
homogene Koordinaten des Strahles p benutzen. Um ihre 

Vorzeichen zu bestim- 




men^ nehmen wir am 



einfachsten irgend einen 
Strahl im Büschel und 
betrachten bloß die auf 
einer Seite desselben 
gelegenen Halbstrahlen. 
Dann ist z. B. das 
Vorzeichen von f^ posi- 
tiv, wenn die Winkel- 
drehungen (diP) und 
(a^e) im gleichen Sinne 
laufen^ negativ^ wenn 
diese Drehungen ver- 
schiedenen Sinn haben."*") 
Statt von P und E 
Senkrechte auf % und a, 
zu fällen, können wir 
auch Parallele zu zwei festen Richtungen g^ und gTg ziehen 
und die Abstände in diesen Richtungen messen. 
Eine lineare Gleichung zwischen dem f , etwa 

stellt einen Strahl vor, eine homogene Gleichung n^^ Grades 
n Strahlen des Büschels, wenn wir uns erlauben, den kom- 
plexen Wurzeln „imaginäre^^ Strahlen zuzuweisen. 

Im Ebenenbüschel ist eine durchaus entsprechende Maß- 
bestimmung ganz ebenso durchführbar. Schneidet man in 
den Ebenenbüschel mit einer zu seiner Achse senkrechten 



Fig. 2. 



*) Näheres darüber findet man z. B. in des Verfassers „Pro" 
jektiven Geometrie**, 2. Auflage, Leipzig 1901 (Sammlung Göschen 
Nr. 72), S. 26ff. 
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£bene ein^ so kann die MaBbestimmung in dem dadurch 
entstehenden Strahlenbüschel sofort auf den Ebenenbfischel 
übertragen werden. 

§ 3. Ausdrücke für das Doppelrerhältiiis. 

Einige AufgmbeiL 

Das Doppelverhältnis, ausgedrückt durch die 

Koordinaten. 

9. Sind vier Elemente eines Grundgebildes erster Stufe 
gegeben durch ihre Koordinaten (x^, x^), (yi, y^)y {ß^j sf^), 
iky k)} 30 hat man also, wenn wir z. B. Punkte wählen, die 
Beziehungen 

Vi 

{Ä,A^EZ) = C^-^ 

{A,A,ET) = r = ^ 
Nach Formel (11) von 5. folgt daraus: 

^ {x^z^ — x^z^) ^ {x^t^ — x^t^) 

Schreiben wir abkürzend: 

x^z^ — x^e^ = {xz) 

so wird 

{xe) _ {xt) 



(2) {XYZT) = 



iy^)' iyf) 



Das Doppelverhältnis, ausgedrückt durch die 

Parameter. 

10. Zwei Punkte A und B einer Punktreihe seien ge- 
geben durch die Gleichungen 

a^ = Oj a?! '\' a^x^^Q 
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Bilden wir für irgend einen Zahlenwert X die lineare 
Verbindung ax — Xbx und setzen dieselbe = 0, so wird diese 
Gleichung befriedigt durch die Werte 

iTi : a?2 = («2 — ^62) : — («1 — Xbi) 

und stellt also ebenfalls einen Punkt C vor. 

Wird als kürzere Schreibweise für diese Gleichung der 
Ausdruck c« gewählt, so ist der Punkt C gegeben durch: 

C-. ^ a« — A 63. = 



"x — ^x '^^x 



Die Größe A, welche durch ihre Werte die Punkte der 
Punktreihe liefert, heißt ein „Parameter'^ Ein weiterer 
Pimkt D der Pui^treihe sei nun gegeben durch den Para- . 
meterwert /i, so daß 

dx^ax — fibx = 

Wir fragen nach dem Wert des Doppel Verhältnisses (AS CD). 

Für die Doppelverhältnisse, welche diese vier Punkte 

mit unseren Fundamentalpunkten bilden, haben wir die Werte 

Die Formel (1) von 9. liefert dann ohne weiteres: 

(3) {ABCD) = ^ 

Zusatz: Wenn wir das Grundgebilde erster Stufe in 
der Form 

ax — Xix = 

schreiben, so sind dabei die „Grund"- Elemente 

»a. = und bx = 

doch in keiner Weise ausgezeichnet. Wir können vielmehr 
ebensogut irgend zwei andere Elemente 

Ä = 0« — l^bx = und Qx^ttx — ^2 6« = 

als solche Grundelemente benutzen. Denn ein beliebiges 

Element des Grundgebüdes läßt sich auch als lineare Zu- 

sammensetzung aus jpx und g» daxateWen. ^VtÖLXÄsx^öö.^'eÄfeilv 
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(4) a, — khj: = vp, + gqj, 

80 ergeben sich durch Einseteen der obigen Werte für 2>x 
und qx in (4) die Bestimmungsgleichungen: 

also 

Demnach erhalten wir die auch direkt evidente Umformung: 
_ (^ — ^) («, - lih) -(1,-1) ja, - i,h) 

Das Grandgebilde kann also auch in der Form: 

geschrieben werden, und die Veränderung der Grundelemente 
kt nur die Folge, daß an Stelle des Parameters X der neue 

Parameter /i = y r *ritt. 

11. Das soeben gefundene Resultat dient weiter zur 
Losung der folgenden allgemeinen Aufgabe: 
Gegeben seien vier Punkte: 

Xi = «x — ^^a- = L^ = ax — A36« = 
ig^a» — ^6x = L^ = a^ — X^h^ = 

Wir fragen nach dem Doppelverhältnis, das diese vier 
Punkte bilden, und bezeichnen dasselbe einfach durch 

Die beiden ersten der Gleichungen (5) können wir 
benutzen, um ax und bx durch L^ und Xg abzukürzen. 
Wir finden: 

X2L1 — ^1^2 = (^ — Xj)ax 

Li — L2 = (X2 — Xi) Ox 
folglich 

^x = -. Y • ii — T Y ' ^"^ 
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und ^ j^ 

Die beiden letzten der Gleichungen (5) femer geben uns 
die Möglichkeit; auch L^ und Zr4 durch L^ und L2 dar- 
zustellen. Denn es ist: 

Statt der ursprunglich gegebenen Gleichungen (5) können 
wir daher folgende wählen: 

1/1 = La = 

Diese Schreibweise setzt uns in den Stand, das Doppel- 
verhältnis der gegebenen vier Punkte nach dem unmittelbar 
vorhergehendem Satze zu bestimmen^ und es ist darnach: 

(6) (i^A,i8^j = ^zzA:kz:A 

Diese Formel gilt, wie leicht zu sehen, ganz ebenso für 
Strahlen oder Ebenen. An Stelle der Ausdrücke a« , ... 
treten dann Gleichungen von der Form: 

«I = 01^1 + 02^2 = 

Das Doppelverhältnis ist mithin unabhängig vom Ko- 
ordinatensystem bloß durch die Parameter der einzelnen 
Elemente ausgedrückt. 

Harmonische Lage zweier Elementenpaare. 

12. Sind in einem Grundgebilde erster Stufe zwei 
Paare von Elementen gegeben, jedes durch eine quadratische 
Gleichung, also etwa die Punktpaare 

ÄO^l + 2aiXiX2 + (^i^2 = 

(7) 

und 60^1 + 2hiXiX2 + hxl = 
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80 wird verlangt, die Bedingung dafür aufzustellen, daß die 
beiden Elementenpaare sich harmonisch trennen. 

Die beiden Paare von Gleichungen liefern die Wurzeln 

Xi — 01^:2 = Xi — ß^x^=^0 

x^ — a^x^^O x^ — ß^x^^O 

wobei 

— ai + }/a] — apOi ^ — 61 + /&? — 60 62 

Ol = ßi = 



«n ^ h 







— «1 — f«! — ao«2 o — 61 — r 61 — bobi 

"*= ä, ^'-^ — -\ 

Sollen die beiden Elementenpaare harmonisch zu einander 
liegen, so muß der Wert des Doppelverhaltnisses = — 1 
sem oder nach Formel (6): 

«1 — A . «1 — ß 2 ^ __ 1 

a« — A ' «2 — Ä 

Nach einer leichten Umformung finden wir daraus die ge- 
suchte Bedingung: 

(8) Da6 =00*^2 — 20161+0260=0 

Doppelverhältnis zweier Elementenpaare. 

13. In jeder Lage bilden die beiden durch die Glei- 
chungen (7) dargestellten Paare ein bestimmtes Doppel- 
verhältnis, wobei wir Oi und a^ einerseits, ß^ und ß^ anderer- 
seits zusammennehmen wollen. Es ist dann: 

(«2 — ßi) («1 — Ä) 
Führen wir noch zur Abkürzung die Bezeichnungen ein: 

/gv Da = Ol «00^2 

Db = hl — 60 ^2 
so wird: 

hf\\ f Q Q\ Dab+ 2\DaDb j^ 

llü) (ai a^ ßi ß^) = — ^'^--— -= D 

Dab—2yDaDb 

^a und Dft sind die Diskriminanten der quadratischen 
Gleichung-en (7). Sind sie positiv, so steüien. ölig Cj\G\^\i\Äi^\\. 
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reelle Elementenpaare dar. Ist aber eine solche 
kriminante negativ^ so können wir kein solches ElementeizM.- 
paar angeben. Daß man in diesem Falle von »^i^aginareDiiL^' 
Elementen sprechen darf, die unabhängig vom KoordinatCEi— 
System eine geometrische Berechtigung haben^ hat ers'^ 
V. Staudt*) bewiesen^ indem er als geometrischen Kepresen- 
tauten solcher imaginärer Elemente die Involutionen ein- 
führte. Darauf kann hier nur vervdesen werden.**) Die 
Gleichung (10) ^bt uns aber, wenigstens rein formal^ aucb 
für imaginäre Elcmentenpaare die Werte der zugehörigeD 
Doppelverhältnisse. 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

a) 2)05 = 0. Dann liegen die beiden Elcmentenpaare 
harmonisch^ das Doppelverhältnis D wird = — 1 ganz un- ' 
abhängig davon, ob die beiden Elementenpaare reell oder | 
imaginär sind. 

b) Dab^O, Entweder haben dann D« und D» gleidies ; 
oder ungleiches Vorzeichen. Im ersten Falle sind beide 
Elementenpaare reell {Da und Dt > 0) oder beide imaginSr 
(Da und Db < 0). Das Doppelverhältnis D der vier Elemente 
ist wegen DaDb> in beiden Fällen reell. Bei ungleichen 
Vorzeichen von Da und Dj jedoch ist das eine Elementen- 
paar reell, das andere imaginär und wegen DaDi,<,0 
nimmt das Doppelverhältnis D einen imaginären Wert an. 

Der Winkel zweier Geraden dargestellt als 
Logarithmus eines Doppelverhältnisses. 

14. Es ist bereits erwähnt worden (7., Zusatz)^ wie 
man eine Strecke x als Doppel Verhältnis (cx>, 0, \, x) dar- ' 
stellen kann^ indem man die Punkte cx>, 0, 1 als Fundamental- 
punkte wählt. Nicht so einfach ist der Winkel zweier *Geraden 
mit einem Doppelverhältnis in Zusammenhang zu bringen. 

Benutzen wir ein rechtwinkeliges Koordinatensystem^ 
in dem zwei Gerade durch den Koordinatenanfang gegeben 
seien durch die Gleichungen 

y = ]c ' X und y = \ • X 



*) V. St au dt: „Beiträge zur Geometrie der Lage". Nürnberg 
1866, 1857, 1860. 

**) Ver^. Clebsch-Lindemann: „Vorlesungen über Gheometrie", 
2, Band, J. TeiJ^ Seite 104, wo auch weitete lAienitas «a^^«^ben ist 
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Schreiben wir femer das imaginäre (jeradenpaar 

an oder 

y — ix = Q und y -{- ix = 

60 sind dies bekanntlich die Linien^ welche durch den Ko- 
ordinatenanfang nach den unendlich fernen, imaginären Kreis- 
pnnkten laufen. Bilden wir jetzt für die vier Linien; 

y — ix = Q y — hx = 

y-^-ix^O y — hiX = 

nach Formel (6) von 11. das Doppelverhältnis (», — t, A*, \), 

Sind a und a^ die Winkel, welche die oben genannten 
Greraden mit der a?- Achse bilden, und ist d der Winkel der 
beiden Geraden selbst, so wird: 

ft = tga, \ = \%a, ^Z^^Y'^^TÜÜ 
Dann können wir auch schreiben: 

(t, - *, Ä, ICO - Y+U^i 
Aus der Analysis ist nun die Relation bekannt: 

Dieselbe liefert: 

log(i, - 1, Ä, *i) =log ( ^~^^^ ) = - 2i . (5 

Folglich wud: 

Der Winkel zweier Geraden kann also dargestellt werden 
als der natürliche Logarithmus des Doppelverhaltnisses, 
welches diese Geraden jmt den von ihrem Schnittpunkt aus 
nach den imaginären Kreispunkten gehenden Geradere \yvVÄföiv, 

Doeblemann, Geometriacbe Tnioafonnationen. ^ 
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Dieser ZusammeDhang *) läßt, weiter verfolgt, die 
metrischen Eigenscbailen der geometrischen GebUde als 
projektive in Bezug auf den unendlich fernen Kugelkreis 
erscheinen. 



n. KapiteL 

Die Mafsbestimmiing in der Ebene nnd im Banme. 

§ 4. Die Mafsbestimmniig 
in den Grundgebilden zweiter Stufe. 

Hilfssätze. 

15. Bevor wir dazu übergehen, die Lage eines Punktes 
in einer Ebene durch möglichst allgemeine Koordinaten fest- 
zulegen, müssen wir einige bekannte Sätze der Geometrie 
vorausschicken. In einer Ebene seien drei Punkte A^, A^^A^ 




gegeben, sowie ein Punkt E und eine Gerade e (B^. 3). 
Die Verbindungslinien von E mit A^y A^y Ag mögen die 
gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks A^A^A^ hezw. in 



*) Er wurde entdeckt Yon Lagaerre: j^oaveUes"^ annales 'de 
math/', t 12, 1858. 
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El, E^, E^ schneiden, die Schnittpunkte der Geraden e 
mit den Dreiecksseiten seien bezüglich E^, E,, E3. 

Dann gilt für die durch die Gerade auf den Dreiecks- 
seiten erzeugten Abschnitte die als der Satz des Menelaos 
bekannte Relation: 

-^tg -4.8 Eg A-i E2 

Für die drei durch einen Punkt gehenden Linien Ä^Ei, 
Ä^E^, A^E^ aber haben wir nach dem Satz des Ccva: 



A^E^ A^Ei AsE^ 



— 1 



A^E^ AsEi A^E^ 
Dividiert man beide Gleichungen, so ergibt sich die Beziehung: 

{A^A^E^ Es) {AA^Ei El) {AA^E, E^) = - 1 

Wenn also die Gerade e und der Punkt E auch ganz be- 
liebig angenommen werden, so gilt immer der Satz, daß das 
Produkt dieser drei Doppelverhältnisse gleich der negativen 
Einheit. 

Daraus können wir folgende Folgerung ziehen: Sind 
zwei dieser Doppelverhältnisse je = — 1, so ist das dritte 
auch = — 1. Wenn also: 

(AiA^EsEs) = -l 
sowie 

{A,AsEiEi)^-l 
so ist auch: 

{A,AiE,E,)==-l 

Um sich einen Punkt E und eine Gerade e in solcher 
gegenseitigen Lage zu verschaffen, daß diese Beziehungen 
gelten, kann man entweder E beliebig wählen und dazu e 
konstruieren oder umgekehrt von der Geraden ausgehend den 
Punkt E finden. 

Hat man also etwa E willkürlich angenommen, so er- 
hält man durch Projektion aus den drei Ecken die Punkte 
El, E29 E^. Dann liefern aber (Fig. 4) die Verbindungs- 
linien E1E2, E^E^ und EiE^ in den Schnittpunkten mit 
den gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks AiA^Aq die 
Punkte E3, El, E2, welche den eben angeschriebenen 
Gleichungen genügen, und die Verbindungslinie dieser drei 
Punkte ist die zugehörige Gerade e, Duxda. ^\iä SdsJsasJcä 
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Konstruktion^ welche eben&lls auf den Eigenschaften des 
vollständigen Vierecks beruht; ergibt sich zu einer beliebigen 

Geraden e ein zugehö- 
riger Punkt E. 

Eine solche Qerade e 
und ihr zugehöriger 
Punkt (Pol) E haben 
demnach die Eigen- 
schafty daß sie sich 
harmonisch trennen in 
Bezug auf alle Ecken 
und alle Seiten des 
Dreiecks. Die Gerade e 
heißt auch Harmo- 
nieale des Punktes JS, 
Ist E der Schwer- 
punkt des Dreiecks 
A^A^A^f so werden 
E-^y E^f E^ die Mitten 
seiner Seiten^ und die 
zugehörige Harmonieale 
geht in die unendlich 
ferne Gerade der Ebene 
über. 

Die Koordinaten 
eines Punktes. 

Fig. 4. 16. Um nun die 

Lage eines Punktes in 
einer Ebene zu bestimmen^ wählen wir in ihr vier Punkte 
Aiy A^, A^, E beliebig, so daß also keine drei dieser vier 
Punkte auf einer Geraden liegen. Die Punkte -4^, A^j A^ 
bilden das „Fundamentaldreieck". Den Punkt E projizieren 
wir wieder aus den Ecken dieses Dreiecks auf die Seiten^ 
wodurch wir (Fig. 5) die Punkte E^^ E^y E^ erhalten. Ein 
weiterer, beliebiger Punkt P liefert ebenso die Projektionen 

Um gleich den allgemeinsten Fall zu behandeln, seien 

noch drei Richtungen gi^g^, g^ gegeben, die den Seiten A^A^, 

^1^3^ -Ä^A^ des F.-Dreiecks bezug^cäo. Txvg^oT&xÄ^» ^md. Sie 
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bilden mit ihnen die Winkel ß^y ß^, ßz» Von E aus ziehen 
wir za diesen Kichtnngen Parallele bis zu den Schnittpunkten 
mit den zugeordneten Seiten und bezeichnen die so ent- 




Plg. 6. 



stehenden Abschnitte mit e^, e^, e^. Ebenso liefert der 
Punkt P die Abschnitte Pif p^f Ps' 

Nimmt man die Richtungen gi senkrecht zu den be- 
trefPeuden Dreiecksseiten, also: 



7t 



A =- Ä = A = 2 

80 werden die Größen e,-, ebenso wie die pi die senkrechten 
Abstände der Punkte von den Dreiecksseiten. 

In Figur 5 gehen jetzt durch jede Ecke des Dreiecks 
vier Strahlen, z. B. durch A^ die Strahlen Ä^Äq, A^A^^ 
ÄiJE^f Ay^Pi. Wir bezeichnen das Doppel Verhältnis dieser 
vier Strahlen kurz durch: 
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Jedes dieser drei Doppelverhältnisse läßt sich durch die 
Größen 6,- und Pi allein ausdrücken^ wahrend die Winkel ßi 
hinausfallen. Es ist z. B. : 

«2 sm /Jg JP2 sin /Jg 6^i)3 
Es ergeben sich also die Werte: 

(1) «, = (A, A, E, P,) = A, (As A, E, P,) = -^ 

«, = (A^A^EsPs) = ^8 K J, BsPg) =§- 



i?2 • ^ 

Daraus folgt die Relation: 

Hl . Wa . ng = 1 

Nimmt man zwei dieser Werte beliebig an, so ist mithin 
der dritte vermöge dieser Beziehung bestimmt. Dies ent- 
spricht geometrisch dem Umstände^ daß man einen beliebigen 
Punkt P schon als Schnittpunkt zweier Strahlen^ z. B. durch 
Ai und Ä2, erhält. Man könnte also n^ und n^ als Ko- 
ordinaten eines Punktes P benutzen. 

17. Es ist aber auch hier wieder vorteilhafter, einen 
Punkt durch die Verhältnisse dreier Zahlen festzulegen. 
Wir setzen daher: 

(2) ^^1 = 7^, Q^2-y^ Q^B-y 

^ ^ ^s 

wobei Q ein Proportionalitätsfaktor. Für den Punkt E werden 
diese drei Zahlen je gleich der Einheit. Er heißt deshalb 
der „Einheitspunkt". Wir haben also als Definition: 

Die Koordinaten eines Punktes sind proportional 
den in bestimmten Richtungen gemessenen Abständen 
des Punktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks, 
wenn diese Abstände noch dividiert werden durch 
die ebenso gemessenen Abstände des Einheitspunktes. 

Für die drei Doppelverhältnisse ergeben sich daraus die 
Werte: 

ß) «J=f, «2 = f. *H = ^ 

U/Q %A/-\ «Ä'^ 
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Die Großen x^, x^, x^ sind auch mit bestimmten V<nv 

wichen behaftet. Der Quotient — z. B. wird positiv zu 



«1 



Delimen sein^ wenn P und E auf der gleichen Seite der 
Geraden A^A^ gelegen sind, dag^en negativ, wenn die 

genannten Punkte auf verschiedenen Seiten dieser Linie 

Hegen. 

Wählen wir — was uns ja freisteht — den E^inheits- 

punkt E im Innern des Dreiecks A^A^A^, so gibt die 

Figur 6 die Vorzeichen der drei Koordinaten für die ver- 




Flg. 6. 

schiedenen Gebiete der Ebene. So oft eine Seite des Funda- 
mentaldreiecks überschritten wird, ändert sich das Vorzeichen 
der auf diese Seite bezogenen Koordinate. 

Sind z. B. für einen Punkt die Verhältniszahlen 

1 -2 i 
gegeben, so erhält man: 

^ = — 0,^2 = 3, ^3= — 2 

Der gleiche Punkt wird aber auch bestimmt durch die Ver- 
hältniszahlen 

-3, 6, —1 

Wir sind demnach imstande, durch die Verhältnisse von 
drei Zahlen die Punkte einer Ebene in Bezug auf das System 
der Fundamentalpunkte festzulegen und überhaupt Lagenbezie- 
hongen zu untersuchen. Handelt es sich aber darum, aus irgend 
welchen Gründen metrische Zusammenhänige Vü «»^<ömscl 
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trimetrischen Koordinaten zu behandeln^ so müssen wir dem 
Faktor g in den Gleichungen (2) einen bestinmiten Wert 
beilegen und setzen ihn am einfachsten » 1. Die Größen 

(4) x,=^, ar,=f. a5,=f 

f^ f>2 ^ 

heißen dann zum Unterschiede von den Yerhaltniskoordinaten 
die wahren Koordinaten eines Punktes. 



Relation zwischen den drei Abständen 

eines Punktes. 

18. Zwischen den drei Yerhältniszahlen eines Punktes 
kann natürlich kein Zusammenhang bestehen. Dagegen sind 
die senkrechten Abstände eines Punktes von den Dreiecks- 
seiten oder auch die in den beliebigen Richtungen ge- 
messenen Abschnitte pj^, P2f Ps durch eine lineare Beziehung 
verknüpft. Diese senkrechten Abstände eines Punktes P 
sind bezw.: 

Pi sin /?!, ^2 8111 ß2y Ps süi /Jg 

und wenn a, b, c die Längen der Seiten des F.-Dreiecks 
und mit jFsein Flächeninhalt bezeichnet wird, so erhalten wir: 

(5) api sin ßj^ + Ip^ sin ß^ + cp^ sin ß^ = 2F 

Die a, &, c sind hier positive Zahlenwerte, die pi aber gehen 
mit ihren Vorzeichen in die Gleichung ein und übertragen 
dieselben auf die Dreiecksflächen PAiÄ2f TA^A^, PA^A^^y 
so daß die obige Relation für jede Lage des Punktes P 
in der Ebene gilt. 

Mißt man die Abstände senkrecht zu den Dreiecks- 
seiten, so geht (5) über in: 

(6) ap^ + hp2 + cp^==2F 

und unter Einführung der wahren Koordinaten: 

(6 a) ae^Xi + ^^2^2 + ^^3^8 = '^-P' 

Die Abstände des Einheitspunktes genügen natürlich gleich- 
falls diesen Gleichungen. 

Sind nun zur Bestimmung eines Punktes irgend drei 

Verhältniszahlen xl, x\y x\ gegeben, so finden wir die Pi 
dieses Punktes wie folgt. Es ist: 
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Entnimmt man daraus die Werte der pi and setst sie in (G) 

ein, so wird: 

^ 2I[ 

^"ae.xl + le^a^ + ce^a^ 
Damit sind auch die Pi gegeben, es ist z. B.: 

^^ ö— T TT ö "-s-w. 

aeiXi + oetX% + ce^x^ 

Statt den Einheitspunkt von vornherein anzunehmen, 
können wir auch festsetzen, daß die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes den mit g^ebenen Konstanten 7^, /,, y^ 
multiplizierten Großen pi proportional sein sollen, also: 

QX^ = YiPi , QX^= Y2P2 y Ö^ = ysÄ 
Dann bestinmien sich daraus die ßi des Einheitspunktes: 

111 

woraus wie oben die Werte der e^ selbst berechnet werden. 
Oder wir konnten festsetzen, daß för einen gegebenen 

Punkt mit den Abstanden ^1, 'j^^^ j?8 dessen Koordinaten 

drei gegebene Verhaltniszahlen x\, xl xl werden u. s. w. 

Die Koordinaten einer Geraden. 

19. Zur Bestimmung einer Geraden führen wir ganz 
analoge Betrachtungen durch. Gegeben seien (Fig. 7) vier 
Gerade Oj, %, (hy ^f ^^ drei ersten bilden ein Dreieck 
-4i^2-^3 y ^6 Gerade e schneidet in Ej, Eg, E3, eine beliebige 
Gerade p ia P^, P,, Pg die drei Dreiecksseiten. Wir fällen 
von den Ecken -4^, J^, J-g die Senkrechten sowohl auf e 
als auf p und nennen diese Lote e^ , €2, Cg bezw. n^, n^, tc^. 
Dann ist das Doppelverhältnis: 
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Wir erbalten mithin folgende drei Doppelverhältnisse: 



(7) 



V8=(-4i^E8P3) = 



^ 3 * ^3 

^3 • ^8 
7I2 l €2 



Zwischen diesen drei Werten besteht die Relation: 

Gibt man sich zwei derselben beliebig, z. B. v^ und v^ , so 
sind damit die Punkte P^ und P^ bestimmt, also ist auch 
die Gerade p als deren Verbindungslinie gegeben. Man 




Fig. 7. 



könnte wieder v^ und V2 als Koordinaten der Geraden p 
einfuhren. Um aber die Rechnung homogen zu gestalten, 
/Salt man drei Verhältniszahlen ein vmöi ä^\2X,\ 
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(8) 










Cl 


«» 


«8 


Dann wird: 








(9) 






^» - 1. 



Die BetrachtoDgen bleiben auch noch richtig, wenn wir 
ans eine feste Eichtung geben und statt der Senkrechten 
auf eine Gerade p die Parallelen zu dieser Richtung ziehen. 
Die 7ii und die €i sind dann die auf diesen Parallelen ge- 
messenen Abschnitte. 

Für die Gerade e nehmen die {^ die Verhaltniszahlen 
1:1:1 an, weswegen dieselbe die ,,Einheit8gerade'^ heißt 
Sie büdet zusammen mit den Linien a^y a^,a^ das „Funda- 
mentalsystem". 

Die Größen f,- sind mit Vorzeichen zu versehen. Zwei 

Koordinaten, wie fj und f^, haben ungleiches Vorzeichen, 

wenn A^ und A^ auf verschiedenen Seiten der Geraden j> 

' liegen. Befinden sich diese beiden Ecken auf der nämlichen 

Seite der Geraden, so haben f^ und f, gleiche Vorzeichen. 

Die Größen f,- werden die „homogenen", „trimetrischen" 
oder „projektiven" Koordinaten der Geraden p genannt. 
Wir haben also folgende Definition: 

Die trimetrischen Koordinaten einer Geraden sind 
proportional den Abstanden der Geraden von den 
Ecken des Fundamentaldreiecks, wenn diese noch 
dividiert werden durch die entsprechenden Abstände 
der E^inheitsgeraden. 

Zur Untersuchung metrischer Beziehungen müssen 
wir in den Gleichungen (8) dem Faktor q einen bestimmten 
Zahlenwert geben, etwa ^ = 1 . Dann heißen 

(10) lt = ?, 1, = ?, §8 = ? 

*1 «2 cg 

die wahren Koordinaten der Geraden. 

Relation zwischen den Abständen einer Geraden. 

20. Die drei Abstände n^, n^y n^ einer Geraden p 
von den Ecken Ä^, A2, Ag des Fundamentaldreiecks sind 
— wie auch eine geometrische Betrachtimg ze\!^ — möoX» 
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von einander unabhängig, sondern es besteht zwischen ihnen 
eine quadratische Beziehung. 

Um diese abzuleiten, denken wir uns das Dreieck ^^^J^ 
und die Gerade j> auf irgend ein rechtwinkeUges Koordinaten- 
system bezogen: x^y^, ^^2» ^Ps ^^^^^ ^^ Koordinaten der 
Ecken; femer bilde die Normale der Geraden p mit den 
Achsen die Winkel a und ß, während der Koordinatenanfang 
von p den Abstand d habe. Dann hat man nach bekannten 
Formeln der analjrtischen Geometrie: 

ji^ = a;^ cos a + yi cos ß — d 

(11) 7i2 = X2 cosa + y^ cos ß — d 

^8 = ^8 c^s ö 4- ^3 cos ß — d 

Durchlaufen wir das Fundamentaldreieck in der Sich- 
tung von Ä^ nach A^ und A^ und nennen a^^ a^f a^ die 
Winkel, welche die Seiten o^, o^, 03 mit der o;- Achse bUden^ 
so ist femer: 

cos Ol = ^~^' =^ ^(^8 ~ ^2) 

(12) cos a, « ?^^ ^ p^{x, - X,) 



wobei 



X« Xf iva . V 

COS og =- ^ ^ 2J^^^« ~ ^^^ 



der doppelte Flächeninhalt des Fundamentaldreiecks. Für 
denselben hat man andererseits den Ausdruck: 

(13) 2F = y^(x^ — x^) + y2(xx — x^) + ^3(0:2 — x^) 

Aus den Gleichungen (11), (12) und (13) ergibt sich durch 
eine einfache Eechnung: 

71^ cos Ol 7I2 cos a^ JIq cos Og ^ 

- I I - = cos ß 

n^ n^ Ih 

ß ist auch der Winkel, welchen die Gerade p mit der 
a?- Achse bildet. Die a;- Achse kann als eine beliebige 
Gerade p' gelten, so daß wir die Beziehung erhalten: 

/14) co8{pp') =^ • cos(aip') + ^ . coa(a.iP' \-V^ • coa(a^p') 
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Lassen wir jetzt p' der Reihe nach mit p, a^, a,, a^ 
zosammenf allen, so ergeben sich die Gleichungen: 

1 = ^ • cos (Oip) + ^ • cos (a^p) + ^•'* . cos(a:^;)) 

Äi y^ Ä, 

cos ipoi) = ^ + V ' ^^® (^^^ 4- ^"^ • cos (a^ai) 

cosipa^) = ^ • 008(0102) + ^ "^ )L * ^^(^5^2) 

COSC/JOg) = ^ • C08(Oi08) + ^ . cos (0^0^) + ^ 

Multipliziert man die letzten drei Gleichungen der Reihe 

nach mit jTf ir y ir f ^^ finden wir durch Addition und 
n^ n^ n^ 

mit Rücksicht auf die erste Gleichung: 

8 S S O 

1 = — ö4--i^ + -9H COS {fho^ 

+ r\ COS (OiOs) + -y^ cos (o^o^) 

Führt man die Dreieckswinkel selbst ein, so wird: 

2 2 2 o 

— ? H — =• H — ST cos (-4.o) 

1.2 1.2 ' t2 11 V 3/ 

(15) ^ ^ * 

Dies ist die gesuchte Relation zwischen den Distanzen 7ti,7t2,7tg. 
Setzt man aus den Gleichungen (10) die wahren Ko- 
ordinaten |< der Geraden ein, so ergibt sich die Beziehung (15) 
in folgender Form: 

2 J.3 2 ^3 2 {.a o IT ir 

fljl , g2§8 , €8_^ _ 2gig2§l§2 ^ ^^^^ 

(15 a) *^ ^ ** *^^ 

r-T COS^ z-^i CO«» Ay= 1 

^1 h f^% 
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Ist eine Gerade durob die Verbfiltniszalilen ^, ^, fS 
gegeben, so findet man die nv dieser Geraden auf folgende 
Weise. Eb ist zunächst: 



efi 



s(,-". 



Führt man die daraus resultierenden Werte der ji,- in 
die Gleichung (16) ein, so ergibt sich für q eine rein qua- 
dratische Gleichung, und es sind demnach auch die n^ be- 
stimmt bis auf ein gemeineames Vorzeichen. Bei einer der 
drei Koordinaten dürfen wir also das Vorzeichen beliebig 
wählen, die Vorzeichen der beiden anderen Koordinaten sind 
datm damit gegeben. 



Punkt und Gerade in vereinigter Lage. 

21. Wir stellen jetzt die Bedingui^ auf, daß ein 
Punkt P mit den Koordinaten Xj^, x^, x^ auf einer 
Geraden jp mit den Koordinaten |^, |g, Ig gelegen ist. Dar 
bei beziehen sich diese 
Koordinaten auf das 
gleiche Fundamental- 
axiietskAiA^Ag, dessen 
Seiten J^ J^ , diÄ^, 
ÄiAf bezügliok Ol, Oj, 
Oa sind (Fig. 8). Der 
Einheitspunkt £ und 
die Finheitsgerade e 
seien beliebig angenom- 
men. Nach dem Hilfs- 
satz von 15. ist dann 
das Produkt der drei 
Doppelverhältnisse, zu 
denen E und e auf 
den Dreiecksseiten die 
Veranlassung gaben, 
gleich der negativen 
Einheit. Wir setzen 
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(16) {Ä,Ä,E,E,)=.-^ 

Der Punkt P mit den Koordinaten x^, x^, x^ liefert nach 17. 
die Beziehungen: 

(17) (4,^iiPi)-J 

Xg 

wahrend für die Gerade p mit den Koordinaten f^, fg, I3 
nach 19. die Gleichungen gelten: 

(18) (J,AEiPi) = ^ 

Greifen wir jetzt die fünf Punkte J^, A^, JE^, Pg, E3 
heraus, so gilt die Gleichung (9) von 5.: 

(19) {A^AEs P3) {A^AFs Es) {A.^A, Es^») == 1 
Benutzen wir noch die Gleichung (10) von 5., wonach 

{A^A,i;,p,) 



(A,A,i;,p,) 



— (Ai -4-2 ig Pg) 



um das erste Doppelverhältnis in (19) zu eliminieren, so 
ergibt sich aus (19) unter Benutzung der GleicJavvivgiiiL Q.^] 
und (17) sofort die folgende Gleichung: 
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{Ai A2 P3 Ps) ** — 



^^2 »2 



^1 ^1 f 1 
ebenso ist dann: 

^^2r2 

^^3^1 



(20) (^^P^Pi)-- 

(-4.3 Ai P2 P2) =« — 



3 



Diese Gleichungen gelten noch für jede Lage von Pnndp. 
Die Bedingung, daß P auf p liegen soll, können wir nun 
dadurch einführen, daß unter dieser Voraussetzung durch 
Projektion aus P die Punkte Ai, A2, Pg^ Ps übergehen in 
die Punkte P^, A^j Pi, -4g, und da das Doppelverhältnis 
bei jeder Projektion seinen Wert beibehält, so erhalt naan: 

= l-(PiPiJ,4,) 

also: 

(21) {A^ A, P3 P,) + iA, As Pi PO =. 1 

Führt man in diese Beziehung die aus den Glei- 
chungen (20) resultierenden Werte, so erhält man die*Be- 
ziehung: 

(22) ^^1^ + ^^2^2 + ^^8^3 = 

Dies ist also die Bedingung dafür, daß der Punkt (x^, x^y x^ 
auf der Geraden (f^, fg^ fs) liegt. In dieser Bedingung für 
die „vereinigte Lage*^ kommen noch die Größen A,- vor, 
welche die gegenseitige Lage von E und e bestimmen. Die 
Bedingung (23) nimmt die einfachste Form an: 

(23) fl^l+f2^2+f3^3 = 

wenn wir e als die Harmonieale von E wählen. Denn 
dann ist: 

/^ = A2 = A3 = 1 

Dies soll im folgenden immer vorausgesetzt werden. 
Hat man jetzt eine Gerade mit den Koordinaten: 

f 1 • f 2 • f 3 '^ ^1 • ^2 • % 



} 
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so liegt ein Paukt x^y x^, x^ stets auf ihr^ wenn 

«1 ^ + «X ^ + «8 a^ = 

Dies ist aber dann die Gleichung dieser geraden Linie. 
Gehen wir andererseits aus von einem festen Punkte: 

X\ • Xa • Xq ^— (X\ • CCo • CCq 

so gilt für jede Gerade, welche durch ihn hindurch geht: 

01^1 + 02^2 + 03^8= 
Dies ist also die Gleichung des Punktes (a^, 02, 03). 
NatürKchwird x^^x^ + x^^O 

die Gleichung der Eiuheitsgeraden und 

^1 + ^2+^8=0 

die Gleichung des Einheitspunktes. 

Die unendlich ferne Ebene und die imaginären 

Kreispunkte. 

22. Setzen wir in den Gleichungen (6) und (6 a) von 18. 
statt der rechts stehenden Konstanten den Wert 0, so daß 
wir erhalten: 

(24) ap^+ 6p2 + Cjpg =0 

und 
(24a) ae^x^ + fte^flCa + cß^aCj = 

80 können wir überhaupt keine im Endlichen gelegene 
Punkte angeben^ deren Koordinaten diesen Beziehungen ge- 
nügen würden. Dagegen zeigt ein Grenzübergang, daß die 
Wertsysteme, welche sich aus diesen Gleichungen berechnen 
lassen, stets unendlich ferne Punkte der Ebene liefern. 
Weil nun (24a) eine lineare Gleichung ist, so sagt man: 
Die unendlich fernen Punkte liegen auf einer unendlich 
fernen Geraden und (24 a) stellt diese unendlich ferne, un- 
eigentliche Gerade dar. 

Schreiben wir femer statt der Gleichung (15 a) von 20. 
die folgende: 

2 2-2 8 ^2 2 1-2 o 2r 2r 

Doeblemtun, Oeometrtaebe Tnuuformatlonen. % 
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so gibt es keine im Endlichen gelegene Geraden^ deren 
Koordinaten dieser Relation genügen. Die unendlich ferne 
Gerade jedoch befriedigt mit ihren Koordinaten dieselbe^ 
und außerdem haben noch unendlich viele imaginäre Gerade 
diese Eigenschaft. Dieselben umhüllen^ wie man zeigte zwei 
imaginäre Punkte auf der unendlich fernen Geraden^ durch 
welche alle Kreise der Ebene hindurchgehen. Es stellt 
Gleichung (25) die unendlich fernen^ imaginären oder die 
sogenannten ,,absoluten^^ Kreispunkte dar. 

Spezielle Fälle. 

23. Machen wir besondere Annahmen hinsichtlich des 
Fundamentaldreiecks; des Einheitspunktes oder der Einheits^ 
geraden^ so erhalten wir speziellere Koordinatensysteme. 
Die Abmessungen mögen im folgenden stets senkrecht zu 
den Dreiecksseiten genommen werden. 

Wir können z. B. erstens als Einheitspunkt E den 
Mittelpunkt des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kreises nehmen. Für ihn ist ^1=62=^ ^^^ denmach: 

Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich dann einfach 
wie seine senkrechten Abstände von den Seiten des Funda- 
mentaldreiecks. 

Die Einheitsgerade ist die Harmonieale des genannten 
Kreismittelpunktes. Sind e^, Cg? ^s ^® Abstände derselben 
von den Ecken Ä^, A2, A^, so hat man für die Koordinaten 
einer beliebigen Geraden: 

... 7li Tta JIq 

^1 ^2 ^3 

Es sind also die senkrechten Abstände jr,- noch zu dividieren 
durch Biy um die Koordinaten f^ zu erhalten. 

Wird zweitens der Einheitspunkt in den Schwerpunkt 
des Fundamentaldreiecks verlegt, so erhält man: 

e, = |- (i=l,2, 3) 

£s ist demnach für einen Punkt P: 

also: x^ : 0^2 : Xg = A A^A^P '. A A^ A^P \ A A^A^P 
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Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich wie die 
Ilachen der Dreiecke^ welche der Punkt mit den Seiten 
des Fandamentaldreiecks bildet. 

Die Einheitsgerade wird unter dieser Voraussetzung 
die unendlich ferne Gerade, da sie die Harmonicale des 
Schwerpunktes ist (15). Führt man aber die Betrachtungen 
von 19. für eine unendlich ferne Einheitsgerade durch, so 
ergeben sich die Si als direkt proportional zu den tt,-, d.h.: 

Aus diesen beiden Spezialfällen ziehen wir übrigens 
noch die Folgerung, daß entweder die o;^ oder die f^ 
aber nicht beide Systeme von Koordinaten gleichzeitig den 
betreffenden Abstanden direkt proportional sein können. 
Im letztgenannten Falle wird femer die Gleichung der un- 
endlich fernen Geraden — sie ist ja identisch mit der Ein- 
heitsgeraden — 

^1 ~r ^2 "F ^ = ü 

Dafür kann man nun auch schreiben: 

«JPi + J>Pi + cps^O 

In diese Gleichung geht die Relation (6) von 18. über, 
wenn man sie auf unendlich ferne Punkte anwendet. 
(Vergl. 22.) 

24. ^dlich wollen wir eine Seite des Fundamental- 
dreiecks, etwa ag oder Ä^ A^ , ins Unendliche fallen lassen. 
Die Punkte A^j A^y JE^, Pg liegen dann im Unendlichen 
(Fig. 9), und wir können wie in 16. die Doppelverhältnisse 
**i> ^? % bilden, nur haben wir bei dem letzten Ausdruck 
statt der unendlich fernen Punkte die aus A^ nach ihnen 
zielenden Strahlen zu betrachten. Setzen wir weiter: 



so wird: 



Aq E2 A^ El 

-^3 -ML ^. *^\ 



2 



X^ 



-^3 * 2 "^ "^l 
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Wie früher ist 

n^n^n^ =« 1 

Wird ^ auf der Halbierungslinie des Winkels AiÄ^As^ 
angenommen und macht man 

A^E^ = Ä^E^ = + 1 
so werden 

die gewöhnlichen^ schiefwinkligen (Kartesischen) Koordinaten. 



Pig. 9. 



Um den Übergang von diesem trimetrischen Koordi- 
natensystem zu dem gewöhnlichen durchzuführen^ haben wir 
also zu setzen: 



Xq Xq 



25. Es erübrigt, auch die Koordinaten einer Geraden p 
unter Voraussetzung dieses Koordinatenystems abzuleiten. 
Wir haben dann zu E die Harmonieale zu konstruieren 
Machen wir demnach (Fig. 9) 

E2A3 = Ä^E^ und E^ Aa = A^Ev 
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f Bo ist die Ycrbindungslinie der Punkte E^ und E^ die Ein- 

ieitsgerade g (21.). Auf ihr liegt in unendlicher Feme der 

Punkt E3. Wir können die Doppelverhältnisse Vi, v^, Vg 

von 19. ansetzen, nur der letzte Ausdruck, in dem vier 

unendHch ferne Punkte vorkommen, erfordert eine Umformung. 

Man ersetzt nämlich die Punkte durch die aus Ag nach ihnen 

zielenden Strahlen und schneidet diese vier Strahlen mit 

der Geraden e. 

Setzen wir endlich noch 



so wird 



-^3 '2 -^8 r 1 



v,={A^ÄsE^P,) = 






-^8 r 9 gs 



■^8« 2 ^3 

A 



Äs El Ä^E^ V ^2 



Wie früher ist 

Die Quotienten u und v sind die Koordinaten der Geraden p. 
Liegen E2 und E^ je in der Entfernung + 1 auf der X- 
bezw. F- Achse, so wird 

-^8 ^2 ^^ -^8 ^1 ^^ — 1 
und 

1 1 



-^8 r 2 -o-s r^ 

sind die gewöhnlichen Plückerschen Linienkoordinaten. Der 
Übergang zu ihnen wird also vermittelt durch die Gleichungen 

Der Annahme des Einheitspunktes bei den homogenen Koor- 
dinaten entspricht mithin in den metrischen Koordinaten- 
Systemen die Festsetzung der Längeneinheit, ftom^ d<KC ^o«v- 
iiven Riebtungen der Achsen. 
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Die Maßbeetimmung im Bündel. 

26. Um in dem zweiten Grundgebilde 2. Stufe, dem 
Strahlen- oder Ebeuen-Bündel einen Strabl oder eine Ebene 
üurclimöglich8tallgemeineKoordinatenfe3t£ulegen,8ind wesent- 
lich neue Überlegungen 
nicht erforderlich. Wir 
können schon durch Pro- 
jektion etwa der Figur 8 
auB einem Punkte des 
Kaumes die entepre- 
chende Betrachtung im 
Bflndel ableiten. 

Gehen wir aus von 
vier festen Strahlen a^, 
0^,0^,6 des Bündele S 
(Fig.l 0) ;dann wird jeder 
Strabl p des BündeU aus 
^t'ht^ durch Ebenen 
projiziert, die mit den 
nach dem Strahl e gehenden Ebenen und den Ebenen des 
Fundamental dreikante Oia^ig drei Doppelverhältnisse bilden, 
deren Produkt = 1 ist. 

Durch Ol z. B. gehen die Ebenen {oi Oj) («i Oj) {% e) 
{a^p). Wählen wir auf der Ebene (a^ e) iigend einen Punkt 
imd bezeichnen dessen Benkreckte Absende von den beiden 
ersteu Ebenen mit e^ und Cg, Bind ferner ^^ undjij die senk- 
rechten Abstände eines Punktes P der Ebene (a^ p) von den 
gleichen Ebenen, so ist das Doppelverhältnis der vier ge- 
nannten Ebenen oder 

Die weiteren Überlegungen bleiben die gleichen: doch haben 
wir damit auch schon die Darstellung eines Punktes im 
Baom vorbereitet. 

§ 5. Die flafsbestimmuug im Räume. 

Die Koordinaten eines Punktes. 

27. Um einen Punkt P im Räume zu bestimmen, nehmen 
wir vier Paukte A^, A^, A^, A^ 



o^{asaiep) = 
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an Tetraeder bilden, E aei ein beliebiger fünfter Punkt 
Wir projizieren denselben aus den Ecken A^, Ä^, Ag, 'A^ 
in die gegenüberliegenden TetraederflSchen und nennen 
diese Prt^eküoneu bezw. E^, E^, Eg, E^ (Fig. 11). Femer 



Bchneide etwa die Ebene dnrcli E und die Kante A^ A^ 
die Gregenkante jI^ ^ in einem Punkte, den wir £,, 
nennen. Er ist die Prqektäon von E aus A^ At auf Aj Ag. 
Ganz in der gleichen Weise erhalten wir die Projektionen 
£,3 u. s. f. auf den übrigen Kanten. 

Ist nun weiter ein beliebiger Punkt P gegeben, so zeichnen 
wir auch seine Projektionen aus den Ecken {Pj, Pj, . . .) und 
aus den Kanten (P,j, Pjg, . . .). Dann gehen durch jede 
Kante des Tetraeders vier Ebenen, z. B. durch Aj Äi die 
Ebenen: 

AiAtA^, A^AtAs, A^A^E, A^A^P 

Wir bezeichnen deren Doppelverliältnis durch Wjj, wobei 
der Doppelindex auch die Eeihenfolge der Ebeneu nach A^ 
und Ag angibt, uod schreiben dies 
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Entsprechend den sechs Tetraederkanten erhalten wir alflo 
12 Größen na (wo i und k die Werte 1^ 2, 3, 4 annehmen); 

da aber nut— — > so haben ymr nur 6 wesentlich verschiedene 

Doppelverhältnisse n^*. 

Bezeichnen wir andererseits die senkrechten Abstände 
der Punkte E und P von den Ebenen A^ A^ -4^, A^ A^ A^, 
A^A^^A^^ Ai A^ ^3 der Eeihe nach mit ^»^^^»^47 bezw. 
Pi) P2) P39 Pv sö kann man jedes dieser Doppelverhältnisse 
nach 26. durch diese Abstände ausdrücken: es ist z.B. 

^ .Ps Pt'^ 

Setzen wir jetzt weiter 

(1) QOh=y, e^i=j^, Q^=^, e^4=-^ 

n *f» •% *< 

so werden die genannten Doppelverhältnisse 

J/2 ««'S 

«13 = -- "«* = ^ 

Wi4 = — ^84 = — 

■••* /y» •** /y* 

»*'4 *V4 

Sind die Punkte A^, A^y A^, A^ und E gegeben und 
nimmt man irgend 3 Werte der w,;k, welche zu Tetraeder- 
kanten gehören^ die ein Dreieck bilden, beliebig an, so 
ist umgekehrt durch diese drei Zahlenwerte ein Punkt be- 
stimmt. Denn sind z.B. 



M34 = A^ A, {A, A^ EP) = (A, A^ E,, P3J = ^ 

x^ 

n,, = Ä^, (A, A, EP) = {A, A^ E,, P^) = J 

^2 



^4 



^24 = A A [A A EP) = (A A ^24 ^24) = 

die gegebenen Zahlenwerte, welche zusammen alle vier In- 

dices enthalten müssen, so ist durch A^A2, A^A^, AA 
Je eine Ebene bestimmt, welche mit dßü doc^V ÖLXÄdö. Ä\fö&^ 



V 



§ 5. Die Maßbeftimmnng im Baume. 41 

Kante gehenden Ebenen ein Doppelverhältnis von dem vor- 
gegebenen Werte bildet Diese drei Ebenen schneiden sich 
dann in dem zugehörigen Punkte P. Die fehlenden nn können 
wir leicht berechnen. Denn zu drei Kanten des Tetraeders, 
welche durch einen Punkt gehen, gehören Werte der n,», 
deren Produkt = 1 ist. In der Tat gelten ja die Rela- 
tionen: 

%8 • ^84 • ^41 = 1 »h2 • ^28 • ♦*8l = 1 

28. Da Koordinaten ganz allgemein Zahlen sind, welche 

die Lage eines Punktes bestimmen, so könnte man drei der 

Werte flu von der erwähnten Eigenschaft als Koordinaten 

eines Punktes einführen. Es ist aber — wenigstens für die 

Untersuchung projektiver Eigenschaften — bequemer, einen 

Punkt durch vier Verhältniszahlen statt durch drei absolute 

Zahlen zu bestimmen. Nachdem sich die n,jb als Quotienten 

der Größen x] darstellen, so ist ein Punkt auch festgelegt, 

wenn man weiß, daß sich die vier Größen x^, x^, Xg, x^ wie 

vier gegebene Zahlen verhalten sollen. Wir nennen diese 

vier Größen die homogenen oder tetrametrischen oder 

Tetraederkoordinaten eines Punktes. Die Gleichungen (1) 

stellen dieselben dar durch die senkrechten Abstände der 

Punkte P und E von den Tetraederäächen. 

Auch hier kann man wieder die jp, und ßi in vier be- 
stimmten Sichtungen messen, ohne die Formeln zu ändern. 
Der Punkt E hat Koordinaten, die sich wie 1:1:1:1 
verhalten. Er heißt der „Einheitspunkt^^; das Tetraeder 
A^Ä^A^A^ wird „Fundamentaltetraeder^^ genannt. Also folgt: 

„Die tetrametrischen Koordinaten eines Punktes 
verhalten sich wie die parallel zu festen Richtungen 
gemessenen Abstände des Punktes von den Flächen 
des Fundamentaltetraeders, wenn diese Abstände 
noch dividiert werden durch die entsprechenden 
Abstände des Einheitspunktes.^* 

Um die Lage eines Punktes in bezug auf die fünf Punkte 
\yA2,A^yA^, ^festzusetzen, sowie überhaupt um Lagen- 
beziehungen zu untersuchen, genügt es, die Verhältniskoor- 
dinaten 00^ eines Punktes zu kennen. Will man aber auch 
Bietrisehe Beziehungen zum Ausdruck bringen, äo xxi\& xq»sl 
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in den Gleichungen (1) dem Proportionalitätsfaktor q einen 
bestimmten Wert beilegen^ am einfachsten den Wert 1. 
Dann werden 

(d) Xi = —; «2 = - -; X» = —; «54 = — 

Of 62 e^ 6^ 

die sogenannten ^,wahren^^ Koordinaten des Punktes P. 



Belation zwischen den senkrechten Abständen 

eines Punktes. 

29. Zwischen den allgemeinen Yerhältniskoordinaten 
eines Punktes kann natürlich kein Zusammenhang bestehen; 
wohl aber ist dies der Fall für die wahren Koordinaten 
oder für die senkrechten Abstände. Um diese Kelation ab- 
zuleiten, erinnern wir uns daran, wie man nach dem Vor- 
gange von Mo bi US das Vorzeichen eines Tetraedervolumens 
definiert. Ist Äi Ä^ A^ A^ der Ausdruck för das Volumen, 
so denken wir uns bekanntlich einen Beobachter längs der 
Kante A^ A^ so angebracht, daß er seine Füße in A^ , den 
Kopf in A2 hat. Wird dann die Kante A^ A^ von A^ nach 
A^ durchlaufen und muß sich dabei dieser Beobachter von 
links nach rechts drehen, so bezeichnen wir das in diesem 
Sinne durchstrichene Volumen als positiv. Wendet sich 
der Beobachter aber von rechts nach links, wahrend die 
Kante von A^ nach A^ durchlaufen wird, so ist das Volumen 
in negativem Sinne durchlaufen. 

Ändert man in der Permutation A^ A^ A^ A^ ein- 
mal zwei Buchstaben, so wechselt das Volumen sein Vor- 
zeichen. Die' Tetraeder A^A^A^P und A^ A^ A^ P' haben 
darnach gleiches oder ungleiches Vorzeichen, je nachdem 
P und P' auf der gleichen Seite der Ebene A^ A^ A^ liegen 
oder auf verschiedenen Seiten. 

Nach diesen auf Determinantensätzen beruhenden De- 
finitionen gilt für irgend fünf Punkte A^^ A^, ^Aq, A^, P 
im Baume die Relation: 

(4) A^A^A^P + A^A^A^F+A^A^A^P + A,A^A^F 

= Ai A2 Aq A^ 

Bezeichnen die positiven Zahlen f^, f^, /g, /*4 die Flächen- 
inbalte der den Ecken A^j A^y A^, A4 ^^e^^^eoSife^^tö^^gi^^tKCL 
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Dreiecksflächen^ ist femer Fdas positive Yolumen des Funda- 
mentaltetraeders, so geht Gleichung (4) über in 

(5) PiA +P,U +PBf3+P,f4, = 3 F 

Hier werden jetzt die Vorzeichen durch die P( reguliert 

Wahlen wir femer den Einheitspunkt E im Innern des 
Fundamentaltetraeders, so können wir seine Abstände e,- allQ 
positiv annehmen. Unter Benutzung der Relationen (3) er- 
gibt sich mithin för die wahren Koordinaten die Beziehung: 

(6) ej^fiOßi + e^fiX2 + e^fzXz + eJ^X4^ = 3 V 

Sind hifh^fh^yh^ die positiven Langen der vier Höhen des 
Tetraeders, so ist weiter 

und Gleichung (6) kann auch geschrieben werden: 

^^ Äi "*■ Ä, ^ A3 "*■ A4 "■ 

Die Vorzeichen, welche die vier Verhältniskoordinateii für 
jede Lage des Punktes P im Räume erhalten, sind dann leicht 
zu bestimmen. Im Lmem des Fundamentaltetraeders sind 
^> ^> ^3? ^4 allß positiv (+, +, +, +). Überschreitet man, 
ans dem Tetraeder heraustretend, eine der Ebenen desselben, 
so ändert diejenige Koordinate, welche sich auf diese Ebene 
bezieht, ihr Vorzeichen. 

Ein Punkt z.B., der in dem von den Verlängerungen 
der Kanten A^A^, Ä^Ä^, A^Ä^ über A^ hinaus gebildeten 
Scheiteldreikant liegt, ist in bezug auf seine Vorzeichen 
charakterisiert durch die Kombination ( 1-). 

Die Koordinaten einer Ebene. 

30. Um eine Ebene n zu bestimmen, gehen wir aus 
von vier festen Ebenen a^, Og, Og, a^, die sich zu dreien 
in den Punkten A^, A2, Aq, A^ sclmeiden mögen in der 

Weise, daß J.^^ der Ebene a^ oder ^2 -^3 -^4 gegenüberliegt u.s. f. 
Eine fünfte feste Ebene e liefert auf jeder der Kanten des 
Tetraeders A-^ A^ A^ A^ einen Schnittpunkt und zwar auf der 
Kante A^ A^ den Pimkt E^g u. s. f. (Fig. 12). Die be- 
}iebige Ebene 71 liefert ebenso auf den K^anten öift "CxxsäKXfc 
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II. Die HaSbMtimnHuig in da Ebene and im Banme. 



Pj2 , Pjü u. B. f. Die senkrecfateD Abetiiide der Punkte 
A^, A^, Ai von den Ebenen b und n seien bezw. mit Cj 
Cg , e^ und Ji, , n^, ng, jr« bezeichnet Auf jeder der Ka 
dea Tetraeders Hegen jetzt vier Punkte und wir drü- 




wieder die Dop£elverhältniBse derselben durch die e, 
7ti aus: es ist z. . 



»•12 = (^1 ^ Eis Pib) ■ 



£| 71^ TIg : Cg 



Fohren wir statt der auftretenden Teilquotienten nene Gi 
ein vermine der Gleichungen 



(8) 



efi-^. ef.= 7' 8*'~7,' '^*'~?i 
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wo ^ ein Froportionalitatsfaktor, so erhalten wir 

hi — (-^1 -^ El2 P12) ~ t~ ^28 = (-^ -^8 ^28 P»8) = y 

Ci C2 

^IS = {^1 -^S ^18 ' is) == t~ ^24 == (-^ -^4 ^24 '24) ~ 7" 

*1 *2 

.,, = {Ä, A, Eu Pu) -T ^84 = (^8 ^4 Eg4 P84) = T 

Zn drei Kanten des Tetraeders, die ein Dreieck bilden, ge- 
hören Werte der v^, deren Produkt demnach =* 1 ist. Dies 
liefert die Beziehungen: 

(9) >'28 • ^84 • ^42 = 1 ^12 * ^24 * ^41 = 1 

^^ ^13 • >'84 • ^41 = 1 ^2 • ^28 * ^81 — 1 

Sind jetzt die Ebenen o^, o^, 03, a^ und die Ebene e ge- 
geben und wählt man für drei der Größen v,», die zu Kanten 
des Tetraeders gehören, welche durch einen Punkt gehen, 
beliebige Zahlenwerte, so daß also z.B. v^^, V24, v^^ will- 
kürlich angenommen werden, so sind dadurch auch die Punkte 
Pi4, P24, P84 auf den drei durch A^ gehenden Tetraeder- 
kanten festgelegt und damit ist die Ebene bestinmit, welche 
diese drei Punkte verbindet. Die übrigen va ermitteln wir 
aus den Gleichungen (9), Drei solche Werte der vn können 
also als Koordinaten einer Ebene dienen. Statt dessen 
kann man auch wieder für die f^, fg? ft^ ^4 ^^^^ beliebige 
Yerhältniszahlen geben; dann sind die Vi% ja ebenfalls be- 
stimmt. Diese Größen f,- bezeichnet man als homogene 
oder tetrametrische Ebenenkoordinaten. Die Ebene e hat 
Koordinaten, die sich wie (1:1:1:1) verhalten: sie heißt 
daher die „Einheitsebene", während die Ebenen a^yO^ya^^a^ 
das Fundamentaltetraeder bilden. 

Etwas allgemeiner könnten wir auch hier die £,• und tt^ 
parallel einer beliebigen Sichtung messen. Es ergibt sich also: 

,J)ie homogenen Koordinaten einer Ebene sind 
proportional den Abständen der Ecken des Funda- 
mentaltetraeders von der Ebene, wenn diese Ab- 
stände noch dividiert werden durch die Abstände 
der gleichen Ecke von der Einheitsebene." 

Die Yerhältniszahlen f,- genügen, um die Lage einer 
^hene in bezug auf das f^imdamentaltetraeder vwaÄ. öJä'Sasl- 
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heitsebene zu bestimmen. Will man aber auch metrische 
Zusammenhänge darstellen^ so muß man in den Gleichungen (8) 
dem Faktor q einen bestimmten Wert, am einfachsten den 
Wert 1 beilegen. Dann werden 

(10) |t = J, 1, = ^, |, = J, §4 = ^* 

*1 ^ ^8 ^4 

die „wahren" Koordinaten der Ebene. 



Relation zwischen den senkrechten Abständen einer 

Ebene. 

31. Zwischen den senkrechten Abständen 714 einer Ebene 
oder auch zwischen den ^^wahren" Koordinaten derselben 
besteht eine quadratische Relation. Um dieselbe abzuleiten, 
denken wir uns für einen Augenblick die Punkte A^, A^, 
Ag, A^ durch ihre Koordinaten iZi,yi,^i, x^yy^yß^ySi^^A, in 
bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bestimmt: 
Irgend eine Ebene sei in der Form gegeben 

X cos a-\-y cos ß + ^ercos y — d = 

wobei a, ß,y in bekannter Weise die Winkel sind, welche 
die Normale der Ebene mit den Achsen bildet, während d 
der Abstand des Koordinatenanfangs von der Ebene ist. 

Dann sind die Abstände jr^, jTg, n^, n^ der Punkte A^j 
A2, Ag, A^ von dieser Ebene: 



(11) 



71^ = x^ cosa + y^ co^ß + ^er^ cosy — d 
7t2 = X2 cosa + 2/2 ^^^ß + ^2 ^ösy — d 
jTg = Xq cosa + ^3 cos)8 + ^s ^^^y — d 
71^ = x^co^a + y^cosß + ^er^cosy — d 



Femer ist die Höhe h^ des Tetraeders A^A^A^A^ oder der 
Abstand des Punktes A^ von der Ebene A^A^A^^ 



h=^ 



ai ^1 «1 1 
Xi Vi Zi 1 

Xs Vb h 1 

«4 3/4 «4 ^ 
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und der Winkel^ den diese Höhe mit der X-Achse bildet, 
gegeben durch 



cos (xh^) = j^ 






N ist dabei die Quadratwurzel, mit der die Gleichung der 
Ebene ^ Ä^ A^ dividiert werden muß, um in der Normal- 
form zu erscheinen. Bilden wir dann die Quotienten 

cos(a;Äi) cosfrPÄj) ^ , i^ . j i • 

— ^^ — —. — ^^ — — u. s. f., so erhalten wir aus den obifi^en 

Gleichungen (11) und nach bekannten Determinantensätzen 
^ cos (icÄi) + ^ cos (rrÄg) + T^ cos (ajAg) + ir* cos(a?Ä4) = cosa 

Ai Ä2 Äg A4 

a ist der Winkel, den die Normale n der Ebene mit der 
Z- Achse bildet; wir können also auch sehreiben: 

^mM ^^^m ^^^M ^^^m 

C08(iC«) = T^COSfiTÄi) + ?-• COsCaJÄ») + i^C0S(a:Ä3) + y^COSfiTÄ.) 
Äj Äg Äs ^4 

Lassen wir in dieser ganz allgemeinen Formel die X-Achse 
der Eeihe nach mit der Normalen und mit den vier Höhen 
^9 ^2; ^9 ^4 zusammenfallen, so erhalten wir: 



jtg 



1 = ^ . cos (nÄi) + ^ • cos (nÄg) + t^ cos (nÄg) + ^ ^^^ (^^4) 

cos(nÄi) = ^ + ^ • cos(ÄiÄ2) + T^C0S(ÄiA3) + T^C0S(AiÄ4) 

Ä^ /•2 *8 ^4 

C0S(nÄ2) == iT • cos (Ä2Ä1) + iT + iT ' COS(Ä2A3) + T^ . cos (Ä2Ä4) 
/*1 '*2 '^S '*4 

COS (nÄg) = ^ . cos (A3 Ai) + ^ cos (A3 Äg) + £ + ^ cos (A3 A4) 

cos (nÄJ = ^ . cos (Ä4Ä1) + ^ cos {h^h^) + ^ cos (A4 A3) + ^ 

Multiplizieren wir die letzten vier Gleichungen der Reihe 

nach mit 7^^ =-^^ j^, j^ und setzen die Wette m 6ie ec^lÄ 
^1 ^2 ^3 ^4 



(12) 
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Gleichung ein, so ergibt sich die gesuchte Belatioii: 

m f^i '^s ^i ^'h 

oder kürzer geschrieben 

(13) •,»2'^^.cos(a.ak) = l (i, *=1, 2, 3, 4) 

Führen wir auf Grund der Gleichungen (10) die wahren 
Koordinaten ein, so können wir diese Beziehung auch 
schreiben : 

(14) •' *-^^ §< §fc <^^s («•• «0 = 1 

Wie auch aus dieser Relation hervorgeht, besteht zwischen 
den homogenen Koordinaten eines Punktes und denen einer 
Ebene der Unterschied, daß bei den letzteren das Vorzeichen 
einer der vier Koordinaten noch beliebig angenommen 
werden kann, also auch ein gemeinschaftlicher Vorzeichen- 
wechsel zulässig ist. Wir haben jedoch zwei Koordi- 
naten fj mit dem gleichen Vorzeichen zu versehen, wenn 
die betrefifenden Fundamentalpunkte auf der gleichen Seite 
der Ebene gelegen sind, mit entgegengesetzten Vorzeichen 
dagegen, wenn dieselben auf verschiedenen Seiten der Ebene 
sich befinden. 



Vereinigte Lage von Punkt und Ebene. 

32. Um gleichzeitig Punkte und Ebenen zu betrachten, 
gehen wir aus von einem Tetraeder A^A^A^A^y dessen 
Ecken wir als Fundamentalpunkte nehmen, während seine 
Ebenen A^ A^ A^, A^ Aq A^ u. s. f. die Ebenen a^, 02 u. s. f. 
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sind. Wir nehmen ferner eineii beliebigen Punkt E als 
Einheitspiuikt und eine beliebige Ebene e als Einheitsebene. 

Ein Punkt P habe nun die Koordinaten x^, x^, ^s, ^r^, 
eine Ebene n die Koordinaten f^, f^, fg, f^. Welche Be- 
ziehung muß zwischen den Xi und f, erfSllt sein^ wenn der 
Punkt JP in der Ebene n Megen soll? 

Wir haben für den Punkt P nach 27. 

(15) (J,A-K,«-P2«) = J 

(^3^,Ji4P,J=J U. S. f. 

femer für die Ebene n nach 30. 

{Ai A^ El 4 Pi4) = y 

(16) {A A E,4 P24) = 1^ 

(^3 ^4 E84 ^84) = 1^ U. S. f. 

Der Punkt E und die Ebene e waren ganz beliebig 
angenommen. Wir wollen die DoppelverhaltniBse einführen, 
wdche der Punkt und die Ebene auf den drei Kanten ^1^49 
Ä^Ä^^, A^A^ erzeugen und setzen 

A4 

(17) (^ A, E,4 E,,) = - ^ 

A4 

X 

{A^ J.4 E34 ^^34) = — Y 

Für die ffinf auf der Kante A^ ^4 gelegenen Punkte A^, J.4, 
^14? ^14; El 4 haben wir dann 

(^1^4^14 P14) (A APuEu) {A,A,E,,E,,) = 1 
Ersetzen wir das erste Doppelverhältms vermöge der Relation 

(J.1 A^ ■Et4 P 14) _ . . j p p \ 

Doehlemann, G-eometrisclie Transformatinen. 4 
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U. Die URjtbeatim 



Mg 



1 der Ebene nnd im S&ame, 



und fühi«n die obigen Wert« ein, so erhalten wir die erste 
der drei folgenden Gleichungen: 



(18) 



= iA^A^P^^P^^ ebenso ist 
'-(,A,Ä,P„P„) und 



Jetzt ifit die BetÜDgnng einzufuhreo, daß der Punkt P 
in der Ebeoe ji liegeo soll. DaoD muß (Fig. 13) z. B. die 




Verbindungslinie PP^ der Ebene n angehören, ihr Sclmitt- 
punkt Pi4 mit der Ebene A-iA^A^ muß folglich auf der 
Schnittlinie Pä4P34 gelegen sein. Projizieren wir den Punkt 
Pi( aus A2 bezw. Ag nach X und Y, so können wir auf 
daaDreieck A^A^A^, den Punkt Fu^ii^ ^^^^ G.«t«dft P^^.P^^, 
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die in 21. Gleichung (21) abgeleitete Relation anwenden. Dem- 
nach ist 
(19) {JkA,P,^Y) + {A^A,XP,,) = l 

Ersetzt man aber vermittelst der Beziehungen: 

{A., A^ Pj4 Y) {A^ A^ FP.J (^ ^, P,, P, J = 1 bezw. 
{A, A, X Ps,) (A^ A, P.„ P,,) (A, A,P,,X) = l 

die in (19) stehenden Doppelverhältnisse und beachtet, daß 
auch noch 

{A,P,,P'uP,) = (A,PuP,,A,) 

SO erhält man aus (19) 

1 = (A, Pi, P,, A,) [{A, A, P,, P,,) + {A, A, P,« P34)] 
oder 

{A^ -fl4 -^1 P14) = (-^2 -^4 P24 ^24) + (-^3 -^4 P34 -P34) 
(20) 1 = (A^4 Pu-Pu) + (^2^4P24-P24) + (^3^4 Pn.P»,) 

In Verbindung mit den Formeln (18) gibt dies als die 
gesuchte Bedingungsgleichung 

(21) ^i fi ^1 + A, I2 ^2 + ^ ^3 ^3 + h li ^4 = 

33. Der Punkt E und die Ebene e waren bisher ganz 

beliebig angenommen worden. Wir wollen jetzt zwischen 

diesen beiden Elementen eine geometrische Abhängigkeit 

herstellen derart, daß die Gleichung (21) eine möglichst ein- 

faclie Form annimmt. Wir denken uns den Punkt jB etwa 

im Innern des Tetraeders beliebig gewählt, dann sind auch 

seine Projektionen E^, E^, E^, E^ aus den Ecken und 

seine Projektionen E12 y -^13 ^* s. f. aus den Kanten bestimmt 

(Fig. 14). Wir konstruieren nun zu jedem dieser Punkte 

^a den vierten harmonischen E,* in bezug auf die beiden 

Tetraederecken Ai und Atc» Dies läßt sich auch in unserer 

Rgur ausföbren. Zum Punkte ^^23 ^•^- erhalten wir den 

Wmonischen in bezug auf A2 und -4,3, indem wir die Ver- 

Ijindungslinie E^ E^ mit A2 A^ zum Schnitte bringen. Dies 

ergibt sich ja sofort aus dem Viereck A^A^E^E^, dessen 

Ebene in E^^ der Kante A^ A^ begegnet. Die sechs auf 

diese Weise zu konstruierenden Punkte E,ä liegen nxm in einer 

Ebene. Rein geometrisch folgt dies ohne weiteres aus unserer 

P^l Figur. Denn da die Yerbindungslinien A^E^ A2E2, A^ Eg, 

4* 



lUltl' 

dt 
iinlt 
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Ai Ei durch den Punkt E gehen, so sind die beiden Tetsu- 
eder A^ A^ A^ A^ und EiE^EgEt perapektiv. 

Die vier Schnittlinien entsprechender Ebenen wie A^A^Ag 
und El Ej Ei u. s. f. mSsBen dann die Eigenschaft haben, dafi 




jede die drei andern trifft, also li^en sie in einer Ebene, 
was fibrigene ein bekannter Satz der Stereometrie, ver^ 
z.B. Baltzer: Elemente der Mathematik, 2. Band V, 

Nennen wir die Ebene dieser Punkte En jetzt b, 80 
können wir sagen, daß der Punkt E und diese Ebene e 
dajvh das Tetraeder überall KarmonlacV ^taeroft. n 
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ganz ebenso wie die Harmonieale in bezug auf ein Dreieck 
die analoge Eigenschaft hatte (vergL 15.). 

Den Punkt E und diese Ebene e wählen wir nun als 
Einheitspunkt bezw. als Einheitsebene. Dann müssen offenbar 
in den Gleichungen (17) die li die Werte 1 haben und gleich- 
zeitig geht die Bedingung (21) für die vereinigte Lage über 
in die einfachere 

(22) SlX^ + ^2^2 + fs^S + f4^4= 

Im folgenden wird immer .vorausgesetzt werden^ daß E und e 
sich in dieser harmonischen Lagenbeziehung befinden. 

34. Sind nun (^.f ^f ^f ^a die Koordinaten eines 
Punktes und soll eine Ebene mit den Koordinaten (^, ^^9 (sf f« 
darch diesen Punkt hindurchgehen^ so müssen die f, stets 
der Bedingung genügen: 

«1 f 1 + «2 f 2 + «8 f 8 + «4 f 4 = 

Dies ist also die Gleichung des Punktes {(^^(^(^(Ia), 
sofern er als Enveloppe aller durch ihn hindurchgehenden 
Ebenen aufgefaßt werden kann. 

Hat andererseits eine feste Ebene die Koordinaten 
^i)^}<h}^Af 3^ müssen die Koordinaten 00^^X2, x^yX^ eines 
beliebigen in ihr gelegenen Punktes stets die Bedingung 
erfüllen: 

«1 x^ + a^x^ + a^x^ + a^x^== 

Also ist dies die Gleichung der Ebene (01,02,03,04). Der 
Einheitspunkt hat natürlich die Gleichung 

^1+^2 + ^3 + ^4 = 

^d die Einheitsebene wird 

a?i + ^2 + ^8 + ^4 = 

Nachdem so bewiesen ist, daß eine lineare Gleichung in 
den Xi bezw. f,- eine Ebene bezw. einen Punkt vorstellt, ist 
leicht zu erkennen, daß eine homogene Gleichung vom Grade w 
in den Xi 

f\x^ x^x^x^j =0 

eine Fläche w*®'Ordnung darstellt, die mit einer beliebigen 
Mene eine Kurve ;^*®^ Ordnung als Schnitt. WfeietX». 
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Eine homogene Gleichung vom y*^ Grade in den f < femer 

ip (fi fs Is f*)' = 

wird geometrisch durch eine Fläche v^' Klasse repräsentiert^ 
welche alle die oo^ Ebenen umhüllen^ deren Koordinaten 
der Gleichung 97 =» genügen. Diejenigen unter diesen 
Ebenen ; welche überdies durch einen beliebigen Punkt hin- 
durchgehen, bilden einen Kegel von der v**^ Ordnung, den 
von diesem Punkte an die Fläche (p gehenden ^^Tangential- 
kegel". 

Die unendlich ferne Ebene und der imaginäre 

Kugelkreis. 

35. Wir haben in 29. gesehen, daß zwischen den 
wahren Koordinaten eines jeden im endlichen Raum gelegenen 
Punktes die Relation (6) bestand. Schreiben wir jetzt die 
Gleichung an: 

(23) Ci/iflCi + e^ifi^^ + ^Ü^% + eiUx^^O 

so ist es sicher möglich, für die 05« noch 06^ Verhältnis- 
zahlen anzugeben, welche dieser Gleichung genügen. Die ihnen 
entsprechenden Punkte können nicht im endlichen Raum ge- 
legen sein; es sind uneigentliche oder „unendlich feme^^ 
Punkte. Da femer die Gleichung (23) auch eine lineare ist, 
so sagen wir, „sie stelle die unendlich ferne Ebene des 
Raumes dar". Damit kann in keiner Weise eine geometrische 
Vorstellung verbunden werden. Es handelt sich vielmehr 
bloß um eine Ausdrucks weise, welche es uns ermöglicht, 
uneigentliche (absolute) Elemente formal ebenso zu be- 
handeln wie eigentliche Elemente. Die xmendlich ferne Ebene 
kann auch in der Form geschrieben werden 

(23a) r^ • ÄJi + |^Ä?2 + ^äTs + r^aj4 = 

Zwischen den wahren Koordinaten einer Ebene besteht, wie 
wir in 31. gesehen, die Relation (14) 

<i^2 — -LI • cosaiait= 1 
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Schreiben wir die Gleichung an 

(24) .-,12'^^^^%^ . cosa,a* = (t,* = 1,2,3,4) 

Die Koordinaten einer im endlichen Raum gelegenen Ebene 
können dieser Gleichung nicht genügen. Man zeigt aber, daß die 
unendlich ferne Ebene mit ihren Koordinaten die Gleichung (24) 
befriedigt Außerdem gibt es noch oo^ imaginäre Ebenen, 
deren Koordinaten dieser Gleichimg Genüge leisten. Sie 
berühren sämtlich den unendlich fernen, imaginären Kugel- 
kreis, der allen Kugeln des Raumes gleichzeitig angehört 
Man beweist dies am einfachsten, indem man die Trans- 
formationsformeln aufstellt, welche von rechtwinkligen Ko- 
ordinaten zu den allgemeinen, projektiven Koordinaten 
überfahren und dann die in rechtwinkligen Koordinaten 
angeschriebenen Beziehungen in die projektiven Koordinaten 
transformiert. 

Spezielle Fälle. 

36. Aus den allgemeinen projektiven Koordinaten er- 
geben sich speziellere, homogene Koordinaten, indem wir 
dem Einheitspunkt eine besondere Lagenbeziehung im Funda- 
mentaltetraeder anweisen; durch metrische Spezialisierung 
des Fundamentaltetraeders endlich erhalten wir die ge- 
wohnlichen Descartes'schen Koordinaten. Wir wollen 
zwar nicht alle, aber doch die wichtigeren dieser speziellen 
Koordinatensysteme ableiten. 

Der Einheitspunkt falle fiirs erste in den Mittelpunkt 
der dem Tetraeder einbeschriebenen Kugel. Dann ist 

und wir erhalten für die Koordinaten 

Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich also wie die 
senkrechten Abstände desselben von den Ebenen des Funda- 
mentaltetraeders. 

Als die wahren Koordinaten eines Punktes nehmen 
wir dann diese Abstände selbst. 

Die Harmonicalebene dieses Punktes E ist eine be- 
simmte Ebene mit den Koordinaten e»; diese ii&SÄe^si ^t 
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als Einheitsebene benutzen nnd haben demnadi filr die Ebenen- 
koordinaten 

^1 • '2 • »3 • »4 — • • • 

*1 ^ *8 *4 

Es sind also unter dieser Voraussetzung die Koordinaten 
einer Ebene den senkrechten Abstanden tt» proportional^ 
wenn diese noch durch die Großen e^ dividiert werden. 

Zweitens werde der Schwerpunkt des Tetraeders als 
Einheitspunkt genommen; dann ist 

e, = ^ (»-1,2,3,4) 

und wir erhalten z. B. für x^ 

_Ä _ i^ _ 4 . Vol. PA A A 

also 

Xi:X2:Xq:x^^ PA^Ä^Ä^xPAiÄ^A^'.PAiA^Ä^iPAiA^A^ 

Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich demnach 
wie die Volumina der Pyramiden, welche der Punkt mit 
den Seitenflächen des Fundamentaltetraeders bildet. 

Als die wahren Koordinaten nehmen wir dann diese 
Volumina selbst Die Einheitsebene wird unter dieser Vor- 
aussetzung die unendlich ferne Ebene. Die Betrachtungen 
von 30. ergeben, in entsprechender Weise durchgeführt, 
für die Koordinaten einer Ebene die senkrechten Abstände 
selbst d. h. 

Wiederum können nicht gleichzeitig die Punkt- und die 
Ebenenkoordinaten den senkrechten Abständen direkt pro- 
portional gesetzt werden. 

37. Endlich wollen wir noch den Fall betrachten, bei 
dem eine Ebene des Fundamentaltetraeders, etwa a^ oder 
Ai A^ Ag mit der unendlich fernen Ebene zusammenfällt. 

Wie in 26. können auch jetzt wieder die Großen Hije 
gebildet werden. Setzen wir (Fig. 15) 

■^4 -^14 -^4 -^24 -^4 ^4 

•^4-^14 AE^i K^%^ 
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67 



80 wird 



ti,, = (^,^,£,,P,J = 4^5i = a: = '^^ 



«84 = (-43 A^ -Ej4 P34) — 



-^4-^84 



a;. 



^4 



y = r' 



Xi 



j? 



X 



8 



^2 = 



-^4 -MJ4 •*^4 

U. B. f. 



5 




Flg. 15. 

Es ist wieder z. B. 

%2 • ^4 • ^41 =1 U- S. f. 

Der Eiaheitspunkt war bis jetzt noch ganz willkürlich. Wahlen 
wir ihn so, daß 

A^ E^^ = A^E^^ = A,E^, = + 1 
so werden . 

^ = ^4-Pl4 y=^4-P24 ^ = ^4-P84 

die schiefwinkligen oder Cartesischen Koordinaten des 
"Punktes JP. 
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Um also von dem Fundamentaltetraeder mit einer un- 
endlich fernen Seitenfläche (x^ = 0) überzugehen zu dem 
schiefwinkligen Koordinatensystem, dessen Ursprung die 
Ecke A^ ist und dessen Achsen mit den durch diese Ecke 
gehenden Tetraederkanten zusammenfallen, haben wir die 
Formeln zu benutzen 



X = 



X, 
X, 



Xa 



= "^ 
X^ 



Will man auch die Umformung der Ebenenkoordinaten ver- 
folgen, so brauchen wir die Harmonicalebene des Punktes JE. 
Für diese wird nach 32. 



Ei4 A^ — A^ Ei^ , E24 A^ — -4.4 -Cf24 , £34 -A4 — -d.4 -E 



34 



Eine beliebige Ebene möge die Punkte P12, Pis«-- auf den 
Karten A^A^, A^A^ ausschneiden. Wir setzen femer 



u = 



A,E 



14 



A,P 



V = 



A. E 



24 



14 



A,P 



w = 



A^ 



84 



24 



^P; 



34 



Die Berechnung der Größen vn kann wie früher (29.) er- 
folgen, wobei auch die Bemerkungen von 24. zu beachten 
sind. Es wird dann 

^14 = iAl ^ ^14 P14) = X~E~ 



^24 — \^2 ^4 ^24 P24) — A c 



^34 — (-^3 -^4 ^34 P34) 



4 «-2 
A P« 



-44E 
A,E 



V 



1 

u 

1 

V 

1 

w 



k 
k 
k 



Ä,E, 



12 



r A A ^ p ^ — ^ 24 . -^4 ^14 __ "^ __ f 2 
v-^i ^ ^12 ^2; — A p • j p ~~ t; ~ t" 

-^4 r24 -0.4 ri4 lA, $-j 



u. s. f. 
Wieder gelten die Beziehungen 

^12 • ^24 • ^41 "^^ 1 ^' s* ^* 

Die oben formulierte Annahme für den Einheitspunkt hat 
zur Folge, daß 

-^4 ^14 "^ -^4 ^24 ^^ -^4^34 "^ ^ 
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sodaß dann 



u = i— =— V = ;-=— w = — 



-4-4 Pi4 A^ P24 A^ Pg4 

die Plückerschen Koordinaten der Ebene werden. 
Den Übergang vermitteln also die Formeln 

f 4 f. f. 
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eines Orundgebildes erster Stufe. 

Entfernung eines Punktes von einer Ebene. 

38. Im folgenden wird häufig das Doppelverhaltnis von 
vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe z. B. von 
vier Ebenen eines Ebenenbüschels in Betracht zu ziehen 
Bein. Wir wollen daher den Ausdruck für diese Größe ab- 
leiten, wenn die betreffenden Elemente durch ihre Gleichungen 
in projektiven Koordinaten gegeben sind. 

Vorher ist noch zu erledigen, die folgende Aufgabe: 

Gegeben sind ein Punkt ac< und eine Ebene |J, ge- 
sucht wird der Abstand p dieses Punktes von der 
Ebene. 

Da es sich um eine metrische Größe handelt, so sind 
unter odi und §< die wahren Koordinaten zu verstehen. 
Die Gleichung des Punktes od oder P wird 

Die gegebene Ebene hat die senkrechten Abstände 7/4 und 

die wahren Koordinaten — . Leeen wir durch den Punkt P 

eine Ebene, parallel zur Ebene §i, so hat diese je nach der 
Lage des Punktes die senkrechten Abstände JtJ + jp und 

folglich die Koordinaten —^-=^-. Da diese Ebene den Punkt P 

*) Wenn nichts weiteres hinzugefügt wird, so ist die Summe S 
bei räumlichei) Problemen für t = 1, 2, 3, 4, bei A.wi|^&\)«rL ^«t ^\^V[i<^\i 
Geometrie für i= 1, 2, 3 za bilden. 
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enthalt, 80 ist 



und daraus 






7^ 

Dieser Ausdruck lä£t sich noch so umformen, daß derj 

Nenner die Koordinaten des Punktes P nicht mehr entUBt 

Bezeichnen wir nämlich den senkrechten Abstand des Eäi- 

hcitspunktes E von der Einheitsebene mit £o, so ergibt sick 

aus der Formel (1), wenn wir E mit P und £ mit der Ebene ^^ 

zusammenfallen lassen 

4 
^0 = -^- 

oder 

(2) l_l + 2 + i + i_^i 

^0 ^1 % ^8 *4 ^i 

Nehmen wir andererseits als Punkt P wieder den Einheits^ 

punkt, als Ebene |J aber die Tetraederebene Ajc Ai A^, deren 

Ä- 
Koordinaten 0, 0, 0, — sind, so wird 

h 

61= - 



oder nach (2) 
(3) 



^1 



4 ßi hi 



«0 €,• 
Multiplizieren wir diese Gleichimg mit /i (vergl. 29.), so kommt 

Bi £o 3 F 

und mit Rücksicht auf (6) von 29. 

£i £o 
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Dann wird aber in (1) 

<4) i> = I (osi li + aei r« + a^s l's + «4 li) 

Führt man statt der wahren Koordinaten xi und §< ihre 
Werte in den pi, e», Jti und £< ein, so ergibt sich 

p^-r2 

oder nach (3) 

A^ %2 ^3 ^4 

Für die Geometrie der Ebene lassen sich entsprechende 
Formehl aufstellen. Ist bq der senkrechte Abstand des Ein- 
heitspunktes von der Einheitsgeraden c, so wird der Ab- 
stand p eines Punktes ocfi von einer Geraden §< gegeben 
durch 

(6) j) = I (a/i rt + äc'a r« + s«8 1'«) 

oder auch 

.^N Pi ^1 ■ j>8 ^ I i^ ^ 

\ Äg A3 



Das Doppelverhältnis von vier Ebenen eines 

Büschels. 

39. Sind zwei Ebenen gegeben 

ax = 2aiXi = 
ß^^2ßiXi = 

imd bilden wir die lineare Verbindung 

yx=ax — Xßx=2{ai — Xßi) Xi = 

wobei X irgend ein Zahlenwert sein kann, so stellt diese 
Oleichung wieder eine Ebene y dar, welche durch die Schnitt- 
linie der beiden gegebenen Ebenen a und ß hindurchgeht. 

Sind also afi die Koordinaten eines in dieser Ebene y 
gelegenen Punktes P', so ist 

yx' = ax—Xßx'=0 
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oder 

ßx' ßi^i + ß^^i + ßs^i + ß^^i. 

Hier sind die ^, die o^ und ßi die Koordinaten des Punktes P', 
der Ebene a und der Ebene ß und zwar nicht die wahren» 
Wegen der Form des Ausdruckes X fallt allerdings bei den a^ 
ein gemeinsamer Faktor ohnedies hinaus, bleibt aber bei den 
Gi und ßi stehen. Bezeichnen wir also die senkrechten Ab- 
stände des Punktes P von der Ebene a und ß mit^« und j^^ 
so ist nach (4) von 38. 

Pß 
wobei der Zahlenfaktor m bloß von den Ebenen a und ß 
abhängt 

Nehmen wir eine vierte Ebene des Büschels 

so ist für einen auf ihr gelegenen Punkt P" 

Es ergibt sich also: 

Bezeichnen wir das Doppelverhältnis der vier 
Ebenen 

ßx = dx=ax—iiißx = 

kurz mit {aß yd) so wird 

Insonderheit liegen z. B. die vier Ebenen 

0^ = a^ — ißx=0 

ßx = ot;^ + Xßx = 

harmonisch, da sie das Doppelverhältnis — 1 bilden. 

40. Betrachten wir jetzt im allgemeinen Fall vier Ebenen 

Ai = ax —^ißx =0 Ä^ = ax — hßx = 

Ä2 = ax — ^ ^^ = A^ — Gx — A4 /Sx = 

und fragen wir nach dem Doppelverhältnis dieser vier Ebenen, 
das wir kurz mit (A^ ^ Ag X4) bezeichnen. 

Die in 11. im linearen Gebiete «>e\io\i isÄ^Ja^efohrte 
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Betrachtung liefert uns auch hier sofort das Resultat^ daß 
dieses Doppelverhaltnis gegeben ist durch 

Ä2 A3 Aj A^ 

Die entsprechenden Überlegungen für die Punktreihe brauchen 
blo£ angedeutet zu werden, oind nämlich 

6f =61 fl + 62 f, + 63^8 + 64^4 = 

die Gleichungen zweier Punkte A und B, so stellt 

ai — A6^ = 

einen Punkt C auf der Verbindungslinie AB dar und für 
jede durch C gehende Ebene ist das Verhältnis ihrer senk- 
rechten Abstände von A und B gegeben durch den Quotienten 
ACiBC. Analytisch wird dieser Ausdruck bis auf einen 
konstanten Faktor durch den Parameter X der betreflTenden 
Ebene dargestellt. Daraus folgt, daß sich auch das Doppel- 
verhaltnis von vier Punkten einer Punktreihe ganz ebenso 
durch die Parameter dieser Punkte ausdrücken läßt Um 
endlich den Strahlenbüschel zu erhalten, hat man lediglich 
statt der Gleichung einer Ebene die einer Geraden einzu- 
führen. Die Elemente des Grundgebildes erster Stufe 
werden dabei immer durch die verschiedenen Werte eines 
Zahlenfaktors X geliefert, den wir den Parameter nennen. 
Es folgt also ganz allgemein: 

Sind vier Elemente eines Grundgebildes erster 
Stufe gegeben durch 

«x — Ai /5x = aj, — X^ßx=0 

f^x — ^ßx = Gx — X^ßj, = 

so ist das Doppelverhältnis dieser vier Ebenen 



(^1 ^hK) ~ 



X2 — A3 A2 A4 



Die Verwendung des Doppelverhältnisses (Wurfes) zur Be- 
stininiung der Elemente eines einförmigen Grundgebildes 
findei^ js^i^h schon bei v. Stau dt; die hier d\ttc\ig!fcSiD3\fc 
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Darstellung der Ma£bestimmuDg mittels projektiver Koor- 
dinaten rührt von Fiedler her. Man vergleiche: 

V. Stand t: Beitrage zur Greometrie der Lage. Nürnberg, 1857. 
(§ 29. Von den Abscissen.) 

W. Fiedler: Vierteljahresschrift der Naturforsch. Gesell- 
schaft zu Zürich. Bd. 15, 1870, S. 152 oder auch 
Darstellende Geometrie III. Teil, Leipzig 1888, § 14 fF. 
Femer 

R. Gerlach: Die Metrik in projektivischen Koordinaten: 
Inaug. Diss. Zürich 1899. 

W. Killing: Lehrbuch der analytischen Geometrie in homo- 
genen Koordinaten. 1. Teil: Die ebene Geometrie. 
Paderborn 1900. 2. Teil: Die Geometrie des Baumes. 
Paderborn 1901. 



II. Abschnitt. 

Transfonnationen im binären Gebiet 



m. Kapitel. 

Die projektive Yerwandtschaft zwischen getrennten 

Tragern. 

§ 7. Die projektiye Bezlehnng als lineare Transformation, 

Erzeugung der projektiven Verwandtschaft. 

41. Die im ersten Abschnitt für alle Grundgebilde 
durchgeführte Maßbestimmung setzt uns in den Stande jedem 
Element eines GrundgebUdes gewisse Zahlenwerte zuzuordnen 
und umgekehrt zu beliebig gegebenen Zahlenwerten ein 
Element zu bestimmen, das ihnen entspricht. Es hat sich 
gezeigt, daß in den Grundgebüden erster, zweiter und dritter 
Stufe bezw. zwei, drei und vier Verhältniszahlen oder homogene 
Koordinaten zur Bestimmung eines Elementes notwendig und 
hinreichend sind. 

Wir benutzen dies, um jetzt zwischen zwei Grund- 
gebüden gleicher Stufe eine eindeutige Beziehung der 
Elemente herzustellen, bei welcher jedem Element des einen 
Grundgebildes ein und nur ein Element im andern zugewiesen 
ist. Zu diesem Zwecke beziehen wir jedes der beiden Gruud- 
gebilde auf ein homogenes Koordinatensystem und ordnen 
einfach diejenigen Elemente in den beiden Grund- 
gebilden einander zu, die den gleichen Verhältnis- 
zahlen entsprechen. Die auf diese Weise zu begtüwdftüdea 
^^ erwandtscbaltenf' der Grundgebilde gleicber Stvxle n^^^öä«. 

DoeblBBi»nn, Geometrische Transformation. 5 
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als projektive bezeichnet und sie stellen die einfachsten 
eindeutigen Beziehungen dieser Gebilde vor. 

Wir beginnen mit den Grundgebüden erster Stufe und 
denken uns etwa zwei Punktreihen g und g' gegeben. A.\x£ g 
sind J.1, Ä^y Ej auf g' die Punkte ^i, Af^, E' je zur 
Durchföhrung einer Maßbestimmung beliebig angenonunen. 
Jeden Punkt P von g legen wir fest durch das Doppel- 
verhältnis 

Er hat die projektiven Koordinaten {x-^, x^. 

Für die andere Punktreihe gilt die entsprechende Be- 
ziehung 

wobei der Punkt P' durch die projektiven Koordinaten ar'i,a4 
bestinmit ist. Unserer Absicht entsprechend ordnen wir nun 
solche Punkte auf g und g' einander zu, die auf diesen 
Trägern den gleichen Verhältniszahlen entsprechen. Damit 
ist die Beziehung eine eindeutige. Irgend einem Pimkt P 
auf g gehören ja zwei Verhältniszahlen oder Koordinaten zu, 
z. B. (2, — 1) und zu diesen gehört auf g' ein und nur ein 
Punkt P' als der entsprechende. 

Analytisch besagt dies, daß zwischen den Koordinaten 
{x^y x^ eines Punktes P und den Koordinaten {pifi, afz) des 
entsprechenden Punktes P' die Beziehung besteht: 

^xj X-^ ! X^ ^= X\ l X2 

oder 

(2) Qofi^ =Xi QOfi = Xi 

Q ist dabei ein Proportionalitätsfaktor. In der Tat kommt 

es ja bloß auf das Verhältnis der Koordinaten x^^ und X2 an. 

Naturgemäß drängt sich nun die Frage auf, wie sich 

die Punkte J.i, Ä2, E und Ä\y Ä2, E' ia diese Zuordnung 

einfügen. Der Quotient -^ nimmt aber sowohl für die 

drei erstgenannten wie fiir die letzteren bezw. die Werte 
(x>j Oj 1 an, aJso entsprechen den YwrJsXföo. A^, A^, E W- 
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züglich die Punkte A{, Ät, E^ ia unserer Beziehung. Femer 
gilt auch die Relation: 

(^1 A, EP) = {A\ Ai E' R) 

so daß mithin je zwei entsprechende Punkte P und P' mit den 
das Koordinatensystem darstellenden Punkten das gleiche 
Doppelverhältnis bilden. Doch ist dies nur ein spezieller 
Fall einer allgemeineren Eigenschadb. Sind nämlich irgend 
vier Punkte X, Y, Zy T von g gegeben durch die Werte 

(A,A,i:T)=fi = 'ä (A,A,ET) = T = ^ 

Vi h 

so ist für die entsprechenden Punkte X', Y', Z% T' 

(-41 Ä^ E'X!) = 1 u. s. f. 
und es ergibt sich nach Formel (11) von 5. 

(XFZT) = (X'F'Z'TO = ^-^: ^—-^ 

Irgend vier Punkte und ihre vier entsprechenden bilden 
also das gleiche Doppelverhältnis. 

Statt zweier Punktreihen hätten wir ebenso auch zwei 
Strahlenbüschel oder einen Strahlenbüschel und eine Punkt- 
reihe in der eben durchgefiihrten Art aufeinander beziehen 
können. 

Zwei Grundgebilde erster Stufe, die Element für Element 
eindeutig so auf einander bezogen sind, daß das Doppel- 
verhältnis von irgeixd vier Elementen des einen gleich dem 
Doppelverhältnis der vier entsprechenden Elemente des an- 
deren ist, heißen projektiv. Das Zeichen dafür ist 7\. 

Da nun die Annalune der Punkte A^^A^^E und Ai, A!^^yE\ 
genügte, um die Beziehung zu bestimmen und da diese Punkte 
in keiner Weise ausgezeichnet sind, so folgt noch: 

Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde 
erster Stufe ist vollständig bestimmt, wenn man 
irgend drei Elemente des einen Gebildes und als 
ihnen entsprechend drei beliebige Elemente des 
anderen Gebildes annimmt. 
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Die lineare Substitution. 

42. Die durch die Gleichungen (2) gegebene projektive 
Beziehung zeigt als erste charakteristische Eigenschaft die 
Eindeutigkeit in der Zuordnung entsprechender Elemente. 
Dies eindeutige Entsprechen bleibt nun auch dann noch er- 
halten, wenn wir statt der Gleichungen (2) die etwas allge- 
meineren wählen 
/gv QXi = a^i x^ + ai2 ^2 

wobei die an ganz willkürliche Zahlenkoeffizienten sein sollen. 
Denn zu jedem Punkte {x^ , x^ des Trägers g liefern diese 
Gleichungen (3) ja unmittelbar den entsprechenden Punkt 
(^o^) auf g\ Andererseits können wir das System (3) auch 
nach x^j x^ auflösen und erhalten 

1 + fl^22 ^1 — ^2 ^2 

(4) '' ^ 

1 _ — a.2i x[ + «11 xj 

-^2- 5 

Dabei ist D = «n 032 — «12 0^21 = ^^ ^^ 

^21 «22 

Soll die Auflösung der Gleichimgen (3) möglich sein, so muß 

D§0 sein. Wäre D = 0, also ^ =. ^ == Jc^ so wäredie 

^11 «12 
rechte Seite der zweiten Gleichung von (3) das Ä>-fache der 

rechten Seite der ersten Gleichung, die Gleichungen (3) 
wären nicht voneinander unabhängig. Diesen Ausnahme- 
fall wollen wir einstweilen ausschließen. 

Die Gleichungen (3) oder (4) stellen eine „homogene, 
lineare Substitution" vor undD nennen wir die ,J)eter- 
minante der Substitution". Sie wird als nichtverschwin- 
dend angenommen werden. 

Auch durch die Gleichungen (3) oder (4) wird eine 
Verwandtschaft zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe 
hergestellt, die wir als eine lineare Transformation be- 
zeichnen, weil die Gleichungen (3) und (4) linear d. h. vom 
ersten Grade sind. 

Diese Verwandtschaft ist aber, wie jetzt gezeigt werden 
soll, Identisch mit der bereits \)e\i8LiiÄfe\\ieii ^x<:J^<^&&<q^\i "B^ 
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Ziehung. Denn drücken wir das Doppelvcrhaltnis von vier 
beliebigen Punkten X, F, Z, T, wie wir sie in 41. an- 
genommen haben^ durch die homogenen Koordinaten aus^ so 
treten nach 9. lauter Determinanten auf^ wie z. B. 



i^l ^2 



Die entsprechenden Punkte (x\,X2) (/i, 4) sind gegeben durch 

Q^l = «11 ^1 + «12 ^2 Q^i = «11 ^1 + «12 ^2 

QXi = «21 ^ + «22 ^2 ^^ = «21 ^1 "I" «22 ^2 

Bilden wir die Determinante 



(afsf) 






_ Jl «11 ^1 + «12 h «21 ^1 + «22 ^2 
«11*^1 ~r «12*^2 «21*^1 I «22*^2 



SO folgt nach dem bekannten Multiplikationssatz für Deter- 
minanten 



(ar'/) = -i 



a 



11 



a 



12 



oder 



Ö .«21 



O.; 



22 



^1 



2 



D 



(ar'/) = ^.(x;?) 



In dem Ausdruck 



7-7-7^ 2 ,—7-777 fällt demnach der auftre- 
tende Faktor hinaus und man erhält 

Die Gleichheit der Doppelverhältnisse entsprechender Qua- 
drupel war aber als Definition der Projektivität aufgestellt 
worden: wir haben also bewiesen: 

Die allgemeine lineare Transformation (3) stellt 
eine projektive Beziehung der betreffenden Grund- 
gebilde erster Stufe dar. 

Bemerkung. ' Wird eine eindeutige Beziehung zweier 

Grundgebüde durch lineare Gleichungen von der Form (3) 

gegeben, so folgt also daraus schon die Gleichheit der 

DoppelverM2to75Äe eotepreciender Quadrupel. Da^e^üV'öxscL 

man nicht behaupten , daß jede eindeutige "Bezi^xnvg^ öät 
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Grundgebilde erster Stufe eine Projektivität sei. Vielmehr 
kann man noch andere eindeutige Beziehungen zwischen den 
reellen Elementen zweier Grundgebilde herstellen, die nicht 
durch lineare Gleichungen von der Form (3) vennittelt werden. 



Bedeutung der Koeffizienten. 

43, Nehmen wir an, die Gleichungen (3) bezögen sich 
auf zwei Punktreihen g und ^, In der durch sie hergestellten 
Projektivität entsprechen sich die Systeme der Fundamental- 
punkte jetzt nicht mehr. Dem Punkte A^ z. B., der durch 
x^ = gegeben ist, entspricht vielmehr ein Punkt mit den 
Koordinaten 

Bezeichnen wir die drei Punkte, welche in der projektiven 
Beziehung den Punkten A^jA^jE entsprechen, mit {A^,{A^^{E)f 
so erhalten wir für dieselben der Reihe nach die Koordinaten: 

\fli2y ^22/ (^11? ^2i) (%i I ^12? %i ~r ^22) 

Damit ist eine geometrische Deutung der Koeffizienten an 
der Substitution gegeben. 

Es läßt sich nun auch leicht erkennen, wie man ein- 
fachere Darstellungen der projektiven Beziehung erhält. 
Denken wir uns die Beziehung der beiden Punktreihen 
geometrisch fixiert und verlegen wir in zwei entsprechende 
Punkte der projektiven Beziehimg die Punkte Ai und ^i, so 
müssen die Gleichimgen, welche diese projektive Beziehung 
darstellen, die Eigenschaft haben, daß für x^ = auch a^ = 
wird, also muß sein 

Bezeichnen wir das Entsprechen zweier Elemente durch das 
Zeichen 00, so erhalten wir folgende Falle: 

a) Ai 00 A\ ) also a^g = 
und die Gleichungen werden 

QvC\ — — Q/^^%JC\ Q^2 — ^21 1 "I ^22 2 

b) A^coA\\ a\so a^^^Q 
A2<^A2] also a^^ = Q 
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Die Gleichlingen dieser Transformation werden 

c) -4^00 J.i; also flj2 = 
A^c^^Ä!»; also a.^^ = 
JEooE'; also flu =- «22 

Dann erhält man die Gleichungen 

QXi = Xi Qxi = x^ 

Damit sind wir aber auf die Gleichungen (2) zurückgeführt 
worden, von denen wir ausgingen. Dieselben verdanken ihre 
Einfachheit also dem Umstände, daß das Koordinatensystem 
möglichst zweckmäßig angenonmden wurde. 

Darstellung in nicht homogenen Koordinaten. 

44, Wollen wir statt der homogenen Koordinaten 
metrische einführen, so haben wir (vergl. 5, Zusatz) das 

Verhältnis — zu bilden. Bei entsprechender Wahl von 

^1,-42, E liefert dieser Quotient die gewöhnliche Abscisse. 
Dividieren wir also die zwei Gleichungen (3), so wird 

I 2 

yf ^2^ ^ ^21 H~ ^22 ^ 

'" X\~ _ , _ ^2"~«ll + %2f 



«11 + «12 



^1 



In nicht homogenen Koordinaten wird demnach die 
projektive Beziehung durch eine linear-gebrochene 
Funktion zum Ausdruck gebracht. 

Multiplizieren wir die Gleichung aus, so erhalten wir 

%2 ff'— «22 f — «11 f '— «21 = 

Statt der Koeffizienten a^fc führen wir bei dieser Form der 
Gleichung bequemer andere ein und schreiben 

(5) air+6f + cr+rf = 

Aus dieser Eelatio« ergeben sich dann a\a AAXÄÄrvvßka ^ 

i imd ^' 
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(6) f = - 



(6«) 



6f + öt 



Die Gleichung (5), welche mit den beiden Gleichungen (6) 
gleichwertig ist, enthält jede der Variabein bloß im ersten 
Grade. Sie heißt deswegen bilinear in bezug auf diese 
Größen. Auch eine solche bilineare Gleichung kann also 
zur Darstellung einer projektiven Beziehung verwendet 
werden. Die für die projektive Beziehung charakteristische 
Gleichheit des Doppelverhältnisses entsprechender Quadrupel 
von Elementen folgt auch aus dieser Gleichung (5) ohne 
weiteres. 

Es seien nämlich f i , f 2 ; ^ 3 > ^ 4 die Parameter von ii^end 
vier Elementen, fl, I2J Is; fi die der vier entsprechenden 
Elemente, so bestehen die Gleichungen 

,,^ Ui + d ii4. + d 

' al2 + c ofi + c 

Nachzuweisen ist die Beziehung: 

,„■. Ii — fg . ^1 — Ä _ ^1 — Is . ^1 — ^4 

l2 — Is f a — 1* f 2 — ^8 f 2 — f 4 
Eine leichte Eechnung ergibt aber 

_ {ad-hc) fe-ls) 
*' ^'' (a|i+c) (ofs + c) 
ebenso 

„ « _ {ad — lc) fe-fs) „ „ f 
(0^2 +c) (afs + c) 

Daraus folgt aber unmittelbar die Gleichung (7). 

Die Ausartung der projektiven Beziehung. 

45. Auch hier trat wieder die Determinante ad — hc 
auf, der in der homogenen SchieibN^eiae der Ausdruck 
^11 ^22 — ^2 ^21 entsprach und von deoi mx N^iÄ»2Sßfe\siXföCL, 
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daß er von Null verschieden war. Wir wollen uns jetzt 
darüber klar werden, was es bedeutet^ wenn die Determinante 
der Substitution verschwindet. 
Ist ad — hc = oder 

a c 



und bezeichnen wir den Wert dieser Quotienten mit ~, so 
können wir setzen: 

a = ay c = ß • y 

l = ad d = ß'd 

Die Gleichung (5) geht dann aber über in 

(8) (ai + ß) (yr + d)^0 

Es zerfallt demnach die bilineare Gleichung in zwei lineare 
Faktoren, von denen der eine bloß f, der andere bloß f 

enthält. Setzen wir f = — — , so wird die Gleichung (8) 

stets erfüllt, während f ' noch jeden beliebigen Wert an- 
nehmen kann. Andererseits genügt es, dem f den Wert 

|'= zu geben; die Gleichung wird dann befriedigt 

ganz unabhängig von dem Werte der Große f. 

Die Beziehung der beiden Grundgebilde ist folglich 
eine derartige, daß in jedem derselben ein ausgezeichnetes 
(singuläres) Element vorhanden ist. Diesen Elemente ent- 
sprechen alle Elemente des anderen Gebildes. Eine solche 
uneigentliche, projektive Beziehung heißt eine „ausgeartete*^ 
oder „singulare" und wir können sagen: 

Das Verschwinden der Determinante der linearen 
Substitution ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Ausartung der projektiven Be- 
ziehung. 

Um eine geometrische Anschauung zu gewinnen, schneiden 
wir etwa einen Strahlenbüschel mit einer beliebigen Geraden, 
die in seiner Ebene liegt. Die entstehende Punktreihe und 
der Strahlenbüschel sind perspektiv. Bringen wir beide 
Gebilde aus ihrer Lagenbeziehung, ohne Äe 7Avrwe\svßi% 
der ^Elemente zu ändern, so sind beide Gre\)i\de -^xo^öss^ä:^ 



[ 
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Schneiden wir aber den Strahlenbüsehel mit einer Geraden 
seiner Ebene ^ die überdies durch den Mittelpunkt des 
Strahlenbüschels geht und verfahren im übrigen ganz ebenso, 
so erhalten wir eine ausgeartete Projektivität zwischen 
Punktreihe und Strahlenbüsehel. 

Die projektive Beziehung zweier Punktreihen. 

46. Als Beispiel werde eine X-Achse auf eine X'-Achse 
projektiv bezogen durch die Gleichung: 

axx' + bx + ex' + d = 
£s ist dann: 

cx'+d , bx+d 

ax -{- ax + c 

Für X = cx> wird x'= 

a 

für x' = oo wird x = 

a 

Dies sind also die „Fluchtpunkte*^ der beiden Reihen. 

Würde man die x imd x' von entsprechenden Punkten 
der projektiven Beziehung aus rechnen, so müßte für x=^0 
auch a?' = werden, also wäre d = 0. Die Beziehung: 

axx' +hx + ex' = 

stellt demnach auch noch eine ganz allgemeine Projekti- 
vität vor. 

Entsprechen sich in den beiden Punktreihen die un- 
endlich fernen Punkte, so muß für x = oox'=^oo werden. 
Die obige Gleichung nimmt die Form an: 

hx + ex' ^ 

d. h. es muß a = sein. Man nennt die durch diese Glei- 
chung dargestellten Punktreihen ähnlich, weil je zwei ent- 
sprechende Strecken in konstantem Verhältnis stehen. Das 
folgt für zwei je vom Koordinatenanfang ausgehende und 
also auch fiir beliebige Strecken direkt aus der Gleichung: 

X c 

x'^~T 

Ist endlich — — = 1 , so sind die Pur!k\i^^<erL V^tv^^^xsl^tjA», 
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§ 8. Die projektire Beziehung in der 
FarameterdarstelluDg. 

Bilineare Gleichung zwischen den Parametern. 

47. Die bilineare Gleichung, welche, wie wir soeben 
sahen, als andere Fonn der linearen Substitution die Projekti- 
vität der Grundgebilde erster Stufe anah-tisch zum Ausdnick 
bringt, kann zu diesem Zwecke in noch allgemeinerer Weise 
verwendet werden, wenn wir uns die Grundgcbilde in Para- 
meterform geben. 

Es seien: 

«x = &^ = 

zwei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe z. B. zwei 
Punkte und 

das Grundgebilde, speziell also die Punktreihe, in Parameter- 
form, so daß der Parameter A durch seine verschiedenen 
Werte die einzelnen Elemente des Grundgebildes liefert 

Ein zweites Grundgebilde erster Stufe sei gegeben durch 
die Gleichungen: 

Wenn nun zwischen den Parametern A und ?/ eine bilineare 
Beziehung besteht 

(1) akr+bX + cX'+d=0 

die auch in den Formen 

y^) ^- aX'^h ^~ aX + c 

geschrieben werden kann, so sind dadurch zunächst die 
Parameterwerte X und )J einander eindeutig zugeordnet. Da 
weiter die Elemente eines jeden Gruudgebildes den Para- 
meterwerten wiederum eindeutig entsprechen, so gibt die 
Gleichung (1) jedenfalls eine eindeutige Verwandtschaft 
der beiden Grundgebilde. 

Für das Doppelverhältnis von vier FAercieiiteii ^Sxää 
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Grundgebildes erster Stufe fanden wir nun in 40. den 
Ausdruck: 

Dieser Ausdruck reproduziert sich aber bei Anwendung der 
linearen Transformationen (2) wie wir dies an den Formeln 
(5) und (6) von 44. bereits gesehen haben. Also ist: 

AI A3 AI — " A4 Al A3 AI A4 

Ä2 A3 A2 A4 A-i A3 A2 A4 

Die Gleichung (1) vermittelt demnach ebenfalls eine 
projektive Beziehung der Grundgebilde. 

48. Die Zahl der willkürlichen Konstanten in der 

« 

Gleichuug (1) beträgt, da man. mit einer derselben dividieren 
kann, drei d. h. 

Zwischen zwei Grundgebilden gibt es oo^ pro- 
jektive Beziehungen. 

Wir erhalten eine Projektivität, sobald zu drei Ele- 
menten des einen Grundgebildes die entsprechenden des 
zweiten Grundgebildes gegeben sind oder wenn drei Parametern 
^if ^2f h ^^ Parameterwerte A(, Xi, As als entsprechende 
zugeordnet werden. Denn dann müssen weitere entsprechende 
Parameterwerte A, A' durch die Beziehung verknüpft sein 

Aj A3 Al A Al A3 Al A 

A2 A3 A2 A A2 — ~* A3 Ag A 

Diese Gleichung liefert ausmultipliziert die gesuchte bilineare 
Relation. 

Auch in Determinantenform können wir die Gleichung 
dieser projektiven Beziehung ohne weiteres anschreiben. 

Ist sie nämlich von der Form (1), so muß sie erfüllt 
sein, wenn man gleichzeitig k = X^ und A'=A( u. s. f. setzt. 
Das Resultat der Elimination der a, 6, c, daus der Gleichung (1) 
und den so entstehenden drei weiteren Gleichungen ist aber 



= 



kX' 


k 


r 


1 


hi^[ 


h 


a; 


1 


A2 A2 


h 


^' 


1 


A3 A3 


h 


u 


1 
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Diese Determinante liefert nach den Elementen der ersten 
Zeile entwickelt die gesuchte Gleichung. Es ist folglich: 

« = Ai (Ai — AsO + A, (A,' - AO + A, (Xi - A,') 

6 = Ai A( {Xi — AI) + A, ki(Xi— A,') + As A^ (A,' - A,') 

c = Ai Xi (Aa — As) + A, A,' (A, — A, ) + As A,'(Ai — A.) 

5= Ai Ai (As A2 A2 A3) -j- Ao Ai (Xi X3 — As Xi) -f" ^S ^8 (^2 ^1 "~ ^1 ^2) 

Einfachste Darstellung der projektiven Beziehung. 

49. Ohne der Allgemeinheit zu schaden^ können wir 
diese Darstellung der Projektivitat noch erheblich verein- 
&cben. Es seien drei Elemente des einen Grundgebildes 
g^eben und die drei entsprechenden des andern, also etwa 
die Punkte A, B, C oder 

C=ax — lobx = 
und ihre entsprechenden Ä\ B\ C" oder 

B^=Bx' = Bi x[ + B2 xi = 
C' = Ax'—3iiBx' = 

Dabei haben wir gleichzeitig die Schreibweise benutzt, die 

Gleichung, welche den Punkt Ä vorstellt, durch das Symbol A 
zu bezeichneD. Aq und Xq sind dann zwei bestinmite Zahlen. 
Formen wir die Gleichung des Punktes C" nun in folgender 
Weise um: , , . 

Ax'-^Xo'\jBx'j = 
und schreiben für den Klammerausdruck eine neue Größe: 

Bx'^^Bx=B,x[ + B,xi 

AO 



wobei also: 

^1 = V- Bi , ^2 = ^-62 



2^ 2' 

3- Dl , ^2 = T 

AO AO 



Statt Bx' = können wir auch die Gleichung JB^;* = 
wählen und sehen, daß nun den Elementen 
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eDtsprcchen die Elemente: 

Um jetzt zwischen den Punktreihen 

«a; — A 6^ = und Äss — X'Bx' = 

die Projektivität zu bestimmen, in der sich die obigen 
Elemente entsprechen, wissen wir bereits, daß den Werten 
A = 0, cx), 1 die Werte A'= 0, cx), 1 zugeordnet sein müssen. 
Die bilineare Gleichung kann zufolge der beiden ersten 
Bedingungen nur noch von der Form sein: 

und muß zufolge der letzten die Form annehmen: 

x — r = o 

oder 

Es hat sich demnach ergeben: 

Die Grundgebilde erster Stufe 

sind projektiv aufeinander bezogen, wenn man diejenigen 
Elemente einander zuweist, die dem gleichen Wert des 
Parameters entsprechen. 



IV. Kapitel. 

Die projektive Bezielinng auf dem gleichen Träger. 

§ 9. Die Doppelelemente. 

50. Denken wir uns zwei gleichartige, projektive Grund- 
gebilde erster Stufe und lassen deren Träger zusammen- 
fallen, so transformieren wir mit anderen Worten ein Grund- 
gebilde erster Stufe projektiv in sich selbst. Dabei können 
die Koordinatensysteme für die beiden Maßbestimmungen 
entweder verschieden sein oder die Koordinaten, z. B. die 
Xi und Xi% werden auf das gleiche Koordinatensystem be- 
zogen. Im letzteren FaQe deutet man durch die Unter- 
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Scheidung der Koordinaten lediglich an, zu welciiem der 
beiden projektiven Systeme man das Element rechnet. 

Auch jetzt stehen uns wieder die beiden Darstellungen 
der Projektivität zur Verfügung. Nach der ersten haben 
wir als analytischen Ausdruck die lineare Substitution: 

QX2 = Ö^l ^1 + «22 ^2 

ZU betrachten. Oder wir schreiben das Grundgebüde in 
der Form: 

ttx — Xbx = 

und gleichzeitig, sofern es das projektive Gebilde trägt: 

ttx' — A'6x' = 
Eine büineare Gleichung: 
(2) aXX' + hX + cX' + d = 

vermittelt dann wieder die projektive Beziehung. 

Soweit entsprachen diese Betrachtungen durchaus den 
früheren. Ein neuer Gesichtspunkt bietet sich nun aber 
insofern dar, als wir bei einer projektiven Beziehung auf 
dem gleichen Träger auch die Möglichkeit ins Auge &ssen 
können, daß ein Element mit seinem entsprechenden zu- 
sammenfalle. Elemente dieser Art, deren Existenz wir sofort 
beweisen werden, heißen ,J)oppelelemente", so daß wir also 
von Doppelpunkten zweier projektiven Punktreihen auf 
dem gleichen Träger, von Doppelstrahlen zweier kon- 
zentrischer, projektiver Strahlenbüschel u. s. f. sprechen. 

Nehmen wir an, daß sich die Xi und Xi auf das 
gleiche Koordinatensystem beziehen, so muß für ein 
solches Doppelelement die Bedingung erfüllt sein: 

(3) ^; = ^ 

X2 x% 

Drücken wir dementsprechend x{ und xi durch X\ und x^i 
aus, so liefern uns die Gleichungen (1): 

Kl — 0)^1+ «12^2 = 
«21^1 + K2 — ö)^2 = ö 
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Die Koordinaten eines Doppelelementes müssen also diesen 
beiden Gleichungen genügen, folglich muß man haben: 



= 



«11 — Q %2 

■ 

Zur BestimmuDg des Proportionalitätsfaktors q ergibt sich 
folglich die quadratische Gleichung: 

Q^ — («11 + «22) Q + «11 «22 — «12 «21 = 
Die Wurzeln derselben: 

«11 + «22 ± VKi + «22)^ — 4 Kl «22 «12 «21) 

^ = 2 

geben, in eine der Gleichungen (4) eiugesetzt, die Ko- 
ordinaten der Doppelelemente. Im allgemeinen existieren 
also zwei Doppelelemente, die reell oder imaginär sein oder 
im GrcDzfalle in eines sich vereinigen können. 

Daß mit dem Auftreten von drei Doppelelementen die 
projektive Beziehung überhaupt in eine identische über- 
geht, zeigt unter der Voraussetzung lauter reeller Elemente 
folgende Überlegung: 

Betrachten wir etwa zwei Punktreihen auf dem gleichen 
Träger. Zwei der Doppelpunkte seien als Pundamentalpunkte 
Ai und A2 gewählt. Die Gleichimgen (1), welche diese 
Projektivität darstellen, müssen dann die Eigenschaft zeigen, 
daß fiir x^ = auch x{ = und ebenso för rCg = auch 
^2^=0; sie können demnach bloß von der Form sein: 

(5) Q X{ =aiiXi Q X-i = «22 ^2 

Verlegen wir weiter in den dritten Doppelpunkt den Ein- 
heitspunkt (1, 1) so muß auch noch 

«11 ^ «22 

sein, und die Gleichimgen (5) können durch die Gleichung (3) 
ersetzt werden, d. h. jeder Punkt deckt sich mit dem ent- 
sprechenden, also folgt: 

Wenn in einem projektiv auf sich selbst be- 
zogenen Grundgebilde erster Stufe drei Elemente 
mit ihren entsprechenden zusammenfallen, so hat 
jedes Element diese Eigenschaft, und die pro- 
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jektive Beziehung geht in eine Identität über 
(Fnndamentalsatz der neueren Geometrie). 

Endlich lassen sich auch aus der Parameterdarstellung (2) 
die Doppelelemente ableiten. Denn da für dieselben i. «= X', 
so ent^rechen sie den beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung: 

(6) aX^ + {b + c)l + d==0 

Die Invariante einer binären Projektivität. 

51. In welcher Weise sich in einer projektiven Be- 
ziehung auf dem gleichen Träger jedes Paar entsprechender 
Elemente zu den Doppelelementen gruppiert, wird durch 
folgenden Satz klargestellt: 

Lgend ein Paar entsprechender Elemente und 
die beiden Doppelelemente einer projektiven Be- 
ziehung auf dem gleichen Träger bilden ein kon- 
stantes Doppelveiiiältnis. 

Dieser Satz gilt in jedem Falle, die Doppelelemente 
mögen reell oder imaginär sein. Um ihn auch ganz all- 
gemein, d. h. ohne Rücksicht auf die Bealität der Doppel- 
elemente, zu beweisen, nehmen wir an, die projektive Be- 
ziehung wäre wie in 44. durch eine bilineare Gleichung in 
den nicht homogenen Koordinaten von der Form (5) dar- 
gestellt. Geben wir dem f den beliebigen Wert X, so wird: 

,._ ii + d 
^ aX + c 

Die quadratische Gleichung, deren Wurzeln X und — (6A -^^ ^ 
: {aX + c) sind, ist aber daon: 

(aX + c)^^^{X{aX + c) — {hX + d)}S — ^(b^ + ^^0 

Die Doppelelemente der projektiven Beziehung anderers^i^^ 
Bind gegeben durch: 

Das Doppelverhältnis, welches diese ^^^^^^1^?^^^- 
paare bilden, zu berechnen gestattet uns die rormel ^^^^ 

Doehlemann, Geometriflche Tranaformationen. 
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von 13. Für die hierbei auftretenden Großen D«, D^, D^j 
finden wir durch eine leichte Rechnung : 



Da = 



D» = 



k{al + c) + (bX + d) 
2 

(6 + c)« — 4o(i 



Uab = {C — 0) ' 2 

In dem Ausdrucke D für das Doppelverhaltnis der beiden 
Elementenpaare fällt dann aber der die Größe k enthaltende 

Faktor — ^^ '— ganz hinaus, tHM|..es wird: 



6 _ c + y(6 + c)2 — 4ad 

Damit ist der Beweis des in Frage stehenden Satzes 
erbracht. Diese für die Projektivität charakteristische In- 
variante j hat folglich einen reellen oder imaginären Wert, 
je nachdem die Doppelelemente der projektiven Beziehung 
reell oder imaginär sind. Fallen dieselben zusanmien, so 
wird y = 1 . 

i.rVIst die Projektivität durch die Gleichungen (5) von 50. 
gegeben, so wird nach 6. für irgend ein Paar entsprechender 
Punkte P, P' mit den Koordinaten Xij xli 

und es ergibt sich für die Invariante: 

Endlich gewumen wu* für die Parameterdarstellung 
einer Projektivität durch Einführung der Doppelelemente — 
diese wieder als reell vorausgesetzt — folgende Ver- 
einfachung: Sind 

m«; = nx = ^ 
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die Gleichungen der Doppelelemente, so wird zwischen den 
Parametern in den Gleichungen 

m« — Jl nj. = 

nix — X'nx= 

zur Begründung einer Projektivität eine bilineare Gleichung 
bestehen^ die aber von der Form sein muß: 

damit die Doppelelemente sich selbst entsprechen. In der 
anderen Schreibweise: 

gibt dieselbe abermals einen Beweis für die invariante Natur 
des Doppel Verhältnisses D. 

Bemerkung: Verbinden wir die lineare Substitution (6*) 
von 44. mit einer weiteren 

so erhalten wir aus beiden Gleichungen 

_ (ad- -hl') i + {cd'-Vd) 

, (ac — 6a') S-\- (cc — a'd) 

oder ' 

h-S + d- 

Dies ist aber wiederum eine lineare Substitution der gleichen 
Art. Es liefern demnach irgend zwei projektive Transfor- 
mationen nacheinander angewandt abermals eine projektive 
Transformation, eine Tatsache, die man in folgender Weise 
zum Ausdruck bringt: die projektiven Transformationen auf 
einem Grundgebilde erster Stufe bilden eine „Gruppe"» 

§ 10. Die Koordinaten -Transformation. 

Übergang von einem Koordinatensystem zu 

einem anderen. 

52. Die bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, daß 
eine lineare Substitution geometrisch gedeutet eluß Pro- 
jektivität vermittelt. 



84 IV. Die projektive Beziehung anf dem glichen Trftger. 

Die andere in 1. bereits erwähnte Fragestellung ist 
folgende: Wir haben auf einem Grundgebilde erster Stufe 
zwei Koordinatensysteme. Irgend ein Element des Grund- 
gebildes wird dann in bezug auf das erste Koordinaten- 
system die Koordinaten {x^, 0D2) liaben, dagegen in bezug 
auf das zweite Koordinatensystem durch die Koordinaten 
{Xi, xi) bestimmt sein. Zu jedem Wertepaar {x^^ x^) ge- 
hört also ein Wertepaar {xi, x() und umgekehrt Gesucht 
wird der Zusammenhang zwischen diesen Koordinaten des 
gleichen Elementes in bezug auf zwei verschiedene Ko- 
ordinatensysteme. 

Es seien — etwa in einer Punktreihe — Au A^y E und 
Aiy A{j E' die beiden Koordinatensysteme. Die Punkte 
A{, Ai, E' mögen in bezug auf das erste Koordinatensystem 
durch ihre Koordinaten (a^, a.,), (b^, hz), {e^, c^) festgelegt 
sein. Es ist also: 

(A,A2EA{)==-^^a 
(ÄU;!! AO = l^ = ß 

(.1,^,^P) = ^=' = | 

Der beliebige Punkt P hat in bezug auf das neue Ko- 
ordinatensystem die Koordinaten (x{, xf), und es ist: 

iA{ÄiE'P') = ^; = r 

Xi 

Andererseits finden wir für dieses Doppelverhältnis nach 
Formel (2) von 9.: 

X2 __ (ae) ^ (ax) _ a^e^ — %^ . <h^ — ^^ 

xi (be) ' (bx) &2 ^1 — ^1^2 ' h^i — ^1^2 
so daß auch: 

. Ua X-i "~^ Ä| Xa etat dn 

QX{=-^-^ -^ = tA^I — 7^^2 

/^N «2^1— »i^a (ae) {ae) 

, Kxi — K Xo bn K 
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Diese Gleichungen geben den gewünschten Zusammen- 
hang zwischen den beiden projektiven Maßbestimmungen. 
Man nennt sie die ^^Transformationsformeln der Koordinaten^' 
und die ganze Umformung eine ,^Koordinatentransformation^^ 
Formal betrachtet stellen die Gleichungen (1) aber auch 
eine lineare Substitution vor, nur sind die Koeffizienten 
besonderer Art In nicht homogenen Koordinaten tritt 
ebenso wie früher an Stelle der Gleichungen (1) die einzige 
Gleichung: 

(o) t' = (a-c)0?-f) _ ß(a -e)-{ a- e) ( 

^^ * {ß-e)(a-S) a{ß-e)-(ß-~e)S 

wonach f eine linear-gebrochene Funktion von f. Die 
Gleichungen, welche in entsprechender Weise jc^ , x^ bezw. f 
liefern, kann man entweder aus (1) durch Auflösung nach 
Xj^ und X2 finden oder man schreibt die analogen Gleichungen 

an, wobei dann die Konstanten — , = a' u. s. f. vorkommen. 

Statt dies im einzelnen auszuführen, geben wir noch die 
Spezialisierungen der Formeln (2) für metrische Koordinaten. 



, O'^, 

t — -• a» 



„ Ä -> 

Flg. 16. 

Nehmen wir an, es gehe die Maßbestimmung, die sich 
auf A{y Aiy E' bezieht, in die einfache Abscissenmessung 
über (7., Zusatz) mit der Strecke AiE' als Einheitsstrecke, 

so wird —. = 0?' und 
xl 

(3) x'= "- ^' ^^^ ^' 



\&i ej Ui xj 



Dabei muß noch — = } gesetzt werden. 

Diese Formel gibt den Übergang von einer projektiven 
Maßbestimmung zu einer metrischen. 
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Ist endlich auch die Maßbestimmung A^, Ä^, JE eine 
AbscissenmessuDg, so wird: 

a = cx)y ß = ctf € = a+l, f = a? 
und 

(4) x^= x + a 

was geometrisch (Fig. 16) ohne weiteres einzusehen ist. 

Die Koordinatentransformation^ aufgefaßt als 

projektive Beziehung. 

53. Die Formeln (1) der Koordinatentransformation 
stellten sich als eine lineare Substitution dar; jede solche 
Substitution aber liefert nach dem Früheren eine Pro- 
jektivität. Es muß also möglich sein, auch die Koordinaten- 
transformation als eine spezielle, projektive Beziehung auf- 
zufassen. 

In der Tat denken wir uns ein Grundgebilde erster 
Stufe projektiv auf sich selbst bezogeu, so daß dem Element 
(^1» ^2) ^as Element (x{y x[) entspricht, wobei diese Ko- 
ordinaten sich auf zwei verschiedene Koordinatensysteme 
A^, Ä^y E und Aiy Ai, E' beziehen. Machen wir dann 
ferner die Annahme, die Projektivität gehe in eine Identi- 
tät über, so fällt jedes Element mit dem ihm entsprechen- 
den zusammen, und die Abhängigkeit, wie sie durch diese 
Projektivität zwischen (Xi, X2) und (x(y xf) gegeben wird, 
geht über in den Zusammenhang der Koordinatentrans- 
formation. Es kann demnach eine Koordinaten- 
transformation als Darstellung einer identischen 
Projektivität in bezug auf zwei verschiedene Ko- 
ordinatensysteme aufgefaßt werden. 

Um dies auch rechnerisch zu verfolgen, seien: 

QX{ = anO(^i + ai20()2 

die Gleichungen der projektiven Beziehung des Grund- 
gebildes. Den Punkten A^ oder rci = 0, A^ oder X2 = 
imd E oder (1, 1) entsprechen im anderen System der 
Reihe nach die Punkte {A^Y ^^^^ (a^g^ ^22)^ iA^Y oder 

(«iij «21) ^nd (JS)' oder («11 + «12^ «21 + «22)- ^'^^ Pro- 
jektivität geht nach 50. in eine Idenü^t über, wenn drei 
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Elemente mit den ihnen entsprechenden zusammenfallen, 
wenn also z. B. im vorliegenden Falle: 

iA,y^A, {Ay=A, {E)'v:E 

Sind nnn die Koordinaten der Punkte Ä^, A^, J? in bezug auf 
das Koordinatensystem Ä{, -4/, E^ bez w. {a{, o/), (6/, 6/), {c{, ci), 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
daför^ da£ die Gleichungen (5) eine identische Projektivitat, 
d. h. eine Koordinatentransformation, vorstellen, durch die 
Erfüllung folgender Gleichungen gegeben: 

0^2 : «23 = a{ : ai 

Oll : Ogi = l( : hi 

(«11 + «12) : («21 + «22) = «1' 5 ei 

Aus ihnen können wir die Koeffizienten a^j der Trans- 
formation berechnen. Die beiden ersten Beziehungen liefern: 

a( , h{ 

«12 = -r7 • «22 u°d «21 = X7 • «11 
(*% 02 

Führen wir diese beiden Werte in die Gleichungen 

«11 + ai2 = V • e{ 

aai + «22 = *' • e{ 

ein, so ermöglichen diese die Berechnung von a^ und «,3 
und wir erhalten auf diesem Wege: 

^1 • ^2 • ^1 • «22 ^^ 

= (ßi'«2' — ^1^2) hl : (e2'&/ — eibf) a/ : (e/aa' — ciie^) hi 

: {eil( — e{J)i) ai 

Die Gleichungen der Koordinateutransformation werden 
schließlich: 

Qxl = {eldi — alei) hlx^ + {eih[ — e/ö/) a/o^a 

^a?a'== {eia^ — a{ei)bixi + (ßa'fti' — e{ii) aix% 

oder kürzer: 

^^^2'= («'eO • fta'^i + (e'6') • a2'^2 
Dies sind nun allerdings nicht die GleicYwnig|eii ^;V^> ^^"^ 
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hier als konstante Koeffizienten auf der rechten Seite die 
gestrichenen Koordinaten der Punkte Ai, A^, E in bezug 
auf Ai, Ai, E' stehen. Lösen wir aber die Gleichungen (6) 
nach Xi, x^ auf, so ergibt sich: 

(1% X\ 0/\^ Xi Clf2 f ^i / 

e ^« - 1,1 e( - h( ei ~ Q>' e')^^ (6' cO 

Diese Formeln aber sind für die Darstcllong der ^« durch 
die Xi das genaue Gegenbild der Gleichungen (1). 

§ 11. Die cykUsche ProjektiTitilt. 

Definition cyklisch-projektiver Gebilde. 

ff 

54. Es sei gegeben ein projektiv auf sich selbst be- 
zogenes Grundgebüde erster Stufe, beispielsweise eine Punkt- 
reihe. Irgend einem Elemente X^ desselben wird in der 
projektiven Beziehung ein Element X/ entsprechen. Be- 
trachten wir dies Element als zum ersten Gebilde gehörig 
und bezeichnen es dementsprechend mit X^, so werden wir 
ein entsprechendes Element X.^ finden können. Nehmen 
wir das Element X2' wieder als ein Element Xg im ersten 
Gebilde, so liefert uns die projektive Beziehung dazu ein 
entsprechendes Element X.i u. s. f. Im allgemeinen, d. h. bei 
einer beliebigen projektiven Beziehung, wird sich dieser 
Prozeß ins Endlose fortsetzen lassen.*) 

Wir stellen nun die Frage, ob es möglich ist, daß die 
so entstehende Reihe von Elementen sich nach einer end- 
lichen Zahl von Operationen schließt, daß also eines der 
neu sich ergebenden Elemente mit dem ursprünglich heraus- 



*) Hat die projektive Beziehung reelle DoppelelemoDte , so 
nähert man sich bei unbegrenzter Fortsetzung dieser Reihe den 
Doppelelementen und zwar dem einen oder anderen, je nachdem das 
zuerst ausgewählte Element dem einen oder anderen der projektiven 
Gebilde zugerechnet wird. Vergl. Steiners Vorlesungen, IL Teil, 
S.Auflage, Nr. 14 und 15, Seite 606, ferner E. Weyr: „Über die 
Doppelelemente projektivischer Gebilde und deren Bedeutung für Kurven 
dritter Ordnung und Klasse". SItz.-Ber. der k. böhmischen Ges. der 
Wlss. Prag 1869, Seite 1. 
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gegriffenen zusammenfallt Wir wollen annehmen^ daß wir 
nadi n-maliger Anwendung miserer Transformation zu einem 
Element X^f gekommen seien, das wir gleichzeitig mit X^^i 
bezeichnen und daß dieses Element mit X| zusammenfalle 
(vergl. Kg. 17, welche dem Falle n = 4 entspricht). Es 
bilden dann die n Elemente: 

einen „Cyklus", der folgende Eigenschaft zeigt: 

Jedem Element X,-, genonunen als zum ersten Gebilde 
gehörig, entspricht das rechts von ihm stehende Element 
X,-4.i ; dem gleichen Element X, entspricht das links voraus- 
gehende Element X,— i , wenn man X, als zum zweiten 
Gebilde gehörig betrachtet. An X„ schließt sich wieder X^ 
an, womit der Name Cyklus gerechtfertigt wird. 

Um nun aber zu beweisen, daß ein solcher Cyklus 
wirklich auftreten kann, erinnern wir uns an die Eigenschaft 

■^t ^% ^ -^ 



o ■ o &f o 

Fig. 17. 

projektiver Grundgebilde auf dem gleichen Träger, daß je 
zwei entsprechende Elemente Xi und X/ mit den beiden 
Doppelelementen — dieselben mögen reell oder imaginär 
sein — das gleiche Doppelverhältnis j bilden. Sind dann 
i\i ^2» • • •> f»> fn+i die Parameter der Punkte X^, Xg, ..., 
Xwj X„+i^ während ^ und ii^ die, eventuell auch imagi- 
nären, Koordinaten der Doppelelemente bedeuten, so gelten 
zunächst ganz allgemein folgende Beziehungen: 

i"l — f 1 . i"l — f 2 



IH f 1 


' IH—li 


J 


. . • • 


. i^l f 3 

V2 — f 3 


-J 

• • 


• . . . 


-1 /^l fn 


• 


l^l — f n 


- 1 l^l f n 


— J 


J^2 Sn 




• 
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Multiplizieren wir alle diese Gleichungen^ so ergibt sich: 

fH fl fH — fn + l 

Links steht hier das Doppelverhältnis, welches die Elemente 
Xi und X„ + i mit den Doppelelementen bilden. Soll nun 
X„ ^ 1 = Xi sein, also fn+i = f u so wird die Bedingung dafür: 

^•»» = 1 oder ; = yr 

Es muß mithin die Invariante j einen der n Werte von 

f 1 haben. Den Wert y = + 1 müssen wir von vornherein 
ausschließen. Denn bei dieser Annahme fallen die Doppel- 
punkte zusammen (51.) und die ganze Betrachtung verliert 
ihre Gültigkeit. 

55. Demnach sind folgende zwei wesentlich verschiedene 
Fälle zu unterscheiden: 

Erstens kann w == 2 und folglich ; = — 1 sein. Die 
Doppelelemente sind reell oder imaginär (13.) und trennen 
jedes Paar entsprechender Elemente harmonisch. Dies liefert 
den Fall der sogenannten ,^volution", den wir später aus- 
führlich behandeln werden. 

Zweitens sei w>2, dann ist die Konstante y stets 

imaginär^ da yl mit Ausnahme des unzulässigen Wertes 1 
lauter imaginäre Werte hat. Demzufolge sind dann auch 
die Doppelelemente einer solchen Projektivität immer imaginär. 
Da es ferner bloß auf den Wert der Konstanten j ankommt^ 
so folgt sofort: 

Wenn in einer projektiven Beziehung auf dem gleichen 
Träger ein Cyklus von Elementen vorhanden ist, so sind 
unendlich viele solche Cyklen vorhanden, und von jedem 
Element ausgehend erhält man einen Cyklus. 

Die ganze Projektivität zerfällt folglich in lauter 
Gruppen von je n Elementen derart, daß Jedes Element nur 
zu einer Gruppe gehört. 

Projektive Beziehungen dieser Art hat Clebsch*) 
„cyklische" genannt. 



*) Borchards Journal, Bd. 68, 1868, Seite 167; aach Steiner 
hat sich mit dieser Sache beschäftigt, vergl. Steiners Vorlesungen, 
IL Teil, 3. Auflage, Seite 69 und 506; weitere Untersuchungen 
knüpfte daran Lüroth: Math. Annalen, Bd. 11, 1877, Seite 84, und 



§ 11. Die cyklische Frojeküvität. 91 

Aus einer cyklischen Projektivitat lassen sich unzählige 
audere ableiten. Der Cyklus X^ Xg Xg . . . X„ gibt zunächst 
Anlaß zu folgenden Projektivitäten: 

wobei 

X„^l^Xi, X^^2^^X2 u. s. f. 

indem Vielfache von n in den Indices unterdrückt werden. 
(Die Indices werden nach dem Modul n reduziert.) Ist v 
eine positive, ganze Zahl, so ergeben sich folgende pro- 
jektive Reihen: 

XjXg . . . X„ ^ Xi_^y X2_|_v . . . Xy 

/\ Xi-^2vX3_^2v • • • X2V 
/\ Xi_|_8yX2-f.8v • • • Xgv 
U. 8. f. 

Die y-maJige Anwendung der Transformation führt mithin 
den Punkt X^ in folgende Lagen über: 

Xi, Xi^y, Xi^2y| Xi^8v • • • 

Machen wir die weitere Annahme, daß v relativ prim zu n, 
so wird nach dem oben Bemerkten: 

Xl-^Wy ^ Xl 

also bilden die n Elemente: 

einen Cyklus. 

Haben n und v einen gemeinschaftlichen Teiler t in 
der Weise, daß 

n = tn' 

so erhalten wir: 

n _n' 

V v' 



Chr. Wiener: „Lehrbuch der darstellenden Geometrie", 1. Bd., 
Nr. 448, 1884, sowie H.Wiener: „Rein geometrische Theorie der 
Darstellung binärer Formen durch Funktgruppen auf der Geraden", 
Halle a.S., 1885. 
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also: 



und 

folglich: 
also bereits: 



n V = nv 
1 + tj'y = 1 +nv' 
1 +n'v = l(mod. w) 



In diesem Falle besteht der neue Cyklus aus w' = -^ 

Elementen und jeder Cyklus von n Elementen der ursprüng- 
lichen Projektivität liefert t solche neue Cyklen. 

Ein Beispiel für cyklisch-projektive Punktreihen: 

56. Um ein einfaches Beispiel cykKsch - projektiver 
Punktreihen zu erwähnen, wollen wir drei beliebig gegebene 
Punkte Ä, By C gleichzeitig mit C, A', B' bezeichnen 



A 


B 


c 


c 


A' 

Flg. 18. 


B' 



(Fig. 18) und die projektive Beziehung betrachten, welche 
A, By (7 in A'y B'y C überführt. In dieser bilden dann 
aber ABC o£fenbar einen Cyklus, und zwar ist n=^3. 
Die erhaltene Projektivität ist mithin eine cyklische. Die 
Rechnung zeigt dies in folgender Weise. Den Punkten 
Ay B, C ordnen wir etwa die Parameter A^ = 0, ^ = c», 
^8= 1 zu. Ihnen entsprechen bezw. die Parameter Xi = ooy 
Xi=ly As'^O und für die bilineare Gleichung dieser 
Projektivität 

aXr+lX + cy+d = Q 

erhalten wir daraus die Bedingungen: 

c = 0, & = a, d = h 

Es wird folglich die gesuchte Gleichung 
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Für die imaginären Doppelpunkte ergibt sich: 

Die Konstante j nimmt den Wert an: 

. ~1 — f/S 
•^ = 2 

Dies ist in der Tat ein Wert von yl. 

Von dieser cyklischen Projektivitat läßt sich noch 
ein zweiter Cyklus unmittelbar angeben. Konstruieren wir 
die Punkte A^, B^^ C^ derart, daß A^ zu B und G be- 
zügUch A harmonisch Kegt u. s. f., so daß also: 

{ABCGy) = '^l 
{BGAA^) = — \ 
{GABB^)^ — 1 

so ist A^y Bi, Gl dieser zweite Cyklus. 

Für die Punkte Ai, B^, G^ findet man nämlich ohne 
weiteres die Parameter: 

Die bilineare Gleichung der Projektivitat, welche die Punkte 
A^y B^y Gl cyklisch iu sich überführt, wird dann: 

Ar — A + 1 = 

Setzen wir 

A = — fjLy A' = — /i' 

so nimmt sie die Form 

an, woraus sie als identisch mit der ersten Projektivitat zu 
erkennen ist. 

Man findet femer durch eine einfache Rechnung, daß 
auch umgekehrt das Punkttripel AB G zum Tripel A^ B^ G^ 
die gleiche Lagenbeziehung einnimmt, daß also: 
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Damit ist der Satz bewiesen: 

Drei beliebige Punkte Ä, B, C und das zu ihnen 
harmonisch gelegene Tripel Ä^, B^, C^ werden durch 
die gleiche cyklische Projektivität in sich selbst 
transformiert. 

In eleganterer Weise behandelt man diesen schon von 
Staudt bekannten Satz in der Theorie der binären Formen, 
indem man die drei gegebenen Punkte durch eine kubische 
binäre Form darstellt.*) 

Cylisch-projektive Strahlenbüschel. 

57. Um eine Projektivität im Strahlenbüschel zu be- 
stimmen^ legen wir mit Rücksicht auf das Folgende ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem zu Grunde und zählen die 
Winkel v3er positiven Z-/chse gegen die positive Y-Achse. 
Irgend zwei Gerade durch den Koordinatenanfang sind dann 
gegeben durch: 

(1) y = Jcx y^\x 

Eine bilineare Gleichung 

(2) aTcTc^ + hh-^-ch^ + d=0 

wird ganz allgemein eine projektive Beziehung des Strahlen- 
büschels vermitteln. Die Doppelstrahlen derselben ent- 
sprechen der Gleichung: 

(3) aÄ;2+(& + c)Ä + d==0 

Setzen wir nun insbesondere voraus, daß die Doppelstrahlen 
identisch seien mit den Linien, die vom Koordinatenanfang 
nach den imaginären, unendlich fernen Kreispunkten laufen 
und die durch 

a;2 + y2 = oder l+Tc^^O 

gegeben sind. Dann muß man haben 

a = d und ft + c = 

*) V. Staudt: „Geometrie der Lage." Nürnberg 1847, Seite 121 
und „Beiträge zur Geometrie der Lage." Nürnberg 1857, Seite 157. — 
Olebsch: „Theorie der binären algebraischen Formen." Leipzig 1872, 
Seite 131. — Clebßch-Lindemann: „Vorlesungen über Geometrie." 
1. Bd. Seite 225. 
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80 daB för diese Projektivität die Relation besteht 

(4) akki + bk — bk^ + a = 0. 

Andererseits gelangt man zu einer solchen Projektivität 
auch^ indem man einen Strahlenbüschel um einen Winkel d 
dreht Demi bilden die Greaden (1) den Winkel d, so ist ja 

k — kl 



1 + kki 
oder 

(5) tgd 'kki—k + \ + tg<J = 

und (4) nimmt diese Form an^ wenn man setzt: 

58. Soll die mehrfache Wiederholung einer solchen 
Drehung zu einer cyklischen Projektivität führen, so muß 
ein Strahl nach einer gewissen Anzahl von Drehungen in 
seine Anfangslage zurückkehren, d. h. man muß haben 

^ hji 
o = — 
n 

wo h und n positive, ganze Zahlen. Ist h eine ungerade 
Zahl, so kehrt der Strahl nach 2 wDrehungen, bei geradem h 
aber nach n Drehungen in seine ursprüngliche Stellung zu- 
rück Die Invariante j für die durch Gleichung (5) ver- 
mittelte Projektivität wird aber nach 51. Gleichung (7) 

. ^ 1 + ^ ' tg <3 

^"'l—i tgd 
oder auch 

(6) j = cos 2 ^ + i • sin 2 ^ 

Für eine cyklische Projektivität muß aber j eine der imagi- 
nären Wurzeln von f 1 sein: bekanntlich ist nun 

n, — 2h7t . . . 2i}lJt 

i/ 1 = cos u % sm 

' n n 

wobei die ganze, positive Zahl h die Werte 0, 1, 2, ..., 
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n — 1 annimmt. Durch Vergleichmig mit dem obigen 
druck (6) finden wir, wie schon direkt bewiesen 

n 

Die Aufgabe, die cyklischen Projektivitäten im Strahle 
büschel zu bestimmen, deren Doppelstrahlen die Linien na 
den imaginären Kreispunkten sind, fallt also mit der ander 
zusammen, den Kreis in eine Anzahl gleicher Teile zu teilexi 
und diese wird durch die Wurzeln der binomischen Gleichung: 

;e;« — 1 = 
gelöst. 

§ 12. Die inyolntorisehe Beziehung. 

Die Parameterdarstellung der Involution. 

59. Es erübrigt noch, den einfachsten Fall der cyklische» 
Projektivität zu erledigen, der gegeben war, wenn jeder Cyklus 
bloß aus zwei Elementen bestand, so daiS also bereits das 

s 

Fig. 19. 

Element XJ oder Xg mit Xi zusammenfällt. (Pig. 19.) Das 
kann man auch so ausdrücken: 

Dem einen Element des Cyklus entspricht immer 
das andere Element des Cyklus, man mag das erste 
Element als zu dem einen oder andern der projek- 
tiven Gebilde gehörig auffassen. Gleichzeitig folgt 
aus der frühem Betrachtung, daß dieses „doppelte 
Entsprechen^^ durchgängig d. h. für jedes Element 
eintritt, wenn es einmal stattfindet. 

Auch daraus können wir die Bedingung dafür ableiten,, 
daß die Projektivität: 

(1) aXr+bX + cr+d=0 

diese EigenBcbait besitzt. "Emem TEileiaeafc l^ wamlich ent- 
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sprechen, wenn man es als zu dem einen oder andern Ge- 
bilde gehörig betrachtet, die beiden Elemente: 

_cJo±d ^^^^ bXp + d 

a^o + ö * a^o + c 

Sollen diese beiden Elemente identisch sein, so ist 

cXq-{' d 6 Aq + rf 

a Aq + & a Aq + c 
oder 

[c^h][aXl + {b + c)ko + d] ^ 

Der zweite Faktor verschwindet für die Doppelelemente der 
projektiven Beziehung, die selbstverständlich die genannte 
Bedingung erfüllen. Soll für ein anderes Element das Doppelt- 
Entsprechen eintreten, so muß 

(2) c — 6 = 

sein und die Bedingung ist dann durchweg erfüllt. Die 
Gleichung (1) nimmt infolgedessen die Form an 

(3) air+b(;i + r) + d = o 

Sie ist dadurch ausgezeichnet, daß sie sich in bezug auf 
Ä und A' symmetrisch verhält. Es versteht sich von selbst, 
daß auch die analoge Gleichung in den Koordinaten f und f ' 
unter dieser Voraussetzung die gleiche Veränderung erleidet. 
Man nennt diese spezielle projektive Beziehung eine invo- 
lutorische oder eine „Involution". Die Projektivität zer- 
fällt in lauter Elementenpaare. Jedem Element des Gebildes 
entspricht ein und nur ein zweites Element. 

Auch hier treten wieder Doppelelemente auf, die gegeben 
werden durch die Gleichung: 

aX^+2bX + d=0 

Sie können wie früher reell oder imaginär sein oder im Grenz- 
falle in eines sich vereinigen. Die Invariante j nimmt wegen (2) 
den Wert — 1 an. Dies besagt: 

Jedes Elementenpaar einer Involution liegt harmonisch 
zu den Doppelelementen. 

Vereinigen sich bei einer Involution die beiden Doppel- 
Elemente in eines, so fällt von jedem Paar ein Element 

Doehlema* '« Transformationen. 7 
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ebenfalls in dies Doppelelement hinein. Es entspricht also 
jedem Element des Tragers dies eine Doppelelement. 

Um z. B. eine Involution im Strahlenbüschel zu erhalten^ 
genügt es, wenn in der Gleichung (2) von 57. die Koeffizienten 
die Bedingung erfüllen 

h — c = 

Soll diese involutorische Projektivitat überdies noch die 
nach den imaginären Kreispunkten gehenden Geraden zu 
Doppelstrahlen haben^ so muß nach 57. auch 

6 + c = 
sein; folglich hat man 

6—0 c=0 

und die Gleichung einer solchen Involution wird 

1 + ^*1 = 

Dann steht jeder Strahl auf dem ihm entsprechenden senk- 
recht; wir haben eine sog. Rechtwinkel-Involution erhalten. 
Diese gibt gleichzeitig den einfachsten Fall einer cyklischen 
Projektivitat, indem n = 2, j' = — 1 wird (58.). 

Bestimmung einer Involution. 

60. Die bilineare Gleichung (3) der Involution enthalt 
drei homogene, also zwei wesentiiche Konstante. In einem 
Grundgebilde erster Stufe gibt es folglich (»2 Involutionen. 

Zur Bestimmung einer involutorischen Beziehung genügt 
es, wenn zwei Paare von Elementen gegeben sind, deren 
Parameter etwa Ai,Ai und ^2,^2 seien. Denn dann müssen 
die Gleichungen erfüllt sein: 

^^ aXz^i + 6(^ + U) + d = 

Daraus bestimmen sich die Verhältnisse der a, ft, c. Direkt 
können wir die Gleichung der Involution in Determinanten- 
form anschreiben, indem wir aus den Gleichungen (3) und (4) 
die a, ft, c, eliminieren. Das Kesultat ist: 

XX' X +r 1 
XiXi X^ + Xi 1=0 

A2 A2 A2 -7- A2 1 
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Für die a, b, c finden wir daraus die Werte: 

Ö = A2 A2 /-i Ai 

Es hat sich also ergeben: 

Eine Involution ist durch zwei Paare von Ele- 
menten bestimmt 
Drei Elementenpaare müssen einer Bedingung genügen, 
wenn sie einer Involution angehören sollen. Wir behandehi 
diese Frage in der Form der folgenden 

Au%abe: Gegeben sind drei Elementenpaare 

«ö ^1 + 2 «1 Xi X2 + aix\ = 

(5) boxl + 2bi XiX^ + b2 oi = 

CqxI + 2 CiXiXt + Ctx\=^0 

Welche Bedingung wird erfüllt sein müssen, wenn diese einer 
Involution angehören sollen? 

Es muß dann ein reelles oder imaginäres Elementen- 
paar, die Doppelelemente der Involution^ existieren 

(6) do^i + 2 dl a?! a;2 + ^2 ^ = 

das zu jedem der drei gegebenen Elementenpaare harmonisch 
li^t. Also müssen nach 12. Formel (8) die Gleichungen 
bestehen: 

^0 ^ — 2 «1 d^ -^ «2 do = 
60^^ — 261^1 + 62^ = 
Co dg — 2qdi + C2dj==0 
Daraus folgt: 

«0 «1 ötg 
60 61 62 



(7) 



'2 
^0 ^1 ^2 



= 



als die gesuchte, notwendige und hinreichende Bedingung. 

Die Büscheldarstellung der Involution. 

61. Sind die Doppelelemente einer Involution 

m^. = und n^ = 
und ist ein Element der Involution gegeben durch 

255SoO '* 
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so muß das entsprechende Element im Verein mit dem 
ersten die Doppelelemente harmonisch trennen (59.), also die 
Gleichung haben 

Die beiden Elemente zusammen werden dann repräsentiert 
durch die quadratische Gleichung: 

Für jeden Wert von X liefert diese Gleichung ein Elementen- 
paar der Involution. 

Daran knüpft sich eine zweite Darstellung der Involution. 
Sind nämlich ganz allgemein zwei Paare von Elementen eines 
Grundgebildes erster Stufe gegeben: 

.g. al = ao xl + 2 aiXiXi + 02x1 = 

fc^ = fco ^1 + 2 6i ^1 ^2 + 62 ^2 = 

und bilden wir die lineare Zusammensetzung 

(9) al + Xbl = {ao + },ho)x\ + 2{ai + },bi)xiX2 

+ («2 + ^62)^2 = 

wobei A irgend ein Zahlenfaktor, so stellt diese Gleichung 
fiir jeden Wert von X ein Elementenpaar dar. Die Werte 
X = und X = oo liefern die zwei gegebenen Paare (8). Ent- 
sprechend den 00^ Werten von X erhalten wir demnach (»^ 
Elementenpaare und es soll jetzt gezeigt werden, daß diese 
eine Involution bilden. Dies ist bewiesen, wenn alle diese 
Elementenpaare ein und dasselbe reelle oder imaginäre Ele- 
mentenpaar, die Doppelelemente, harmonisch trennen. Nehmen 
wir an, die Gleichung dieses zu suchenden Elementenpaares 
wäre: 

dQxl + 2 dl Xi X2 + d2xl = 

so muß dasselbe auch zu den Paaren (8) je harmonisch 
liegen. Wir haben also nach 12. 

c?o 0^2 — 2 dl «1 + ^2 ö^o = 
do &2 — 2 dl 61 + ^2 &o = 

Daraus berechnen wir die Werte: 
do : ^ : ^2 = 2 (% &o ~ ^0 ^1) • (^2 ^0 — ^0 ^2) *2((hh — ^ ^2) 
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Das dadurch bestimmte Elemciitenpaar: 
(10) («1 6o — «0 6i) ^i + ((hh — ffo h)^i -^2 

Hegt dann aber auch harmonisch zu jedem durch (9) dar- 
gestellten Elementenpaar. Denn es ist für jeden Wert von X 

= («2^0 — 2aidi + a^d^) + l{b^dQ — 2hidi -[-hQd^)==0 

Folglich stellt die Gleichung (9) in der Tat eine Involution 
dar, deren (reelle oder imaginäre) Doppelelemente durch die 
Gleichung (10) gegeben sind. 

Die gegebenen Paare (8), aus denen wir die Involution 
zusammensetzen, spielen in der Involution keine besondere 
Rolle. Irgend zwei andere Paare: 

gl = al + X,hl = o 

können an ihre Stelle treten und ein beliebiges Elementen- 
paar der Involution laßt sich auch als lineare Kombination 

von pl und ql darstellen, so daß 



aj, + Xb^=vpj: + Qg. 



Der Beweis dafür ist bereits in 10. erbracht. Denn die 
dort durchgeführte Betrachtung war ja ganz unabhängig von 
der speziellen Natur der Ausdrücke a^. 

Die Bedingung (7) ferner sagt, wie eine leichte Be- 
trachtung zeigt, auch nichts anderes aus, als daß zwischen 

den Ausdrücken al, bl, cl ein linearer Zusammenhang besteht. 

Schreibt man die Ausdrücke al, 6^ . . . u. s. f. in ternären 
Koordinaten, so stellt die Gleichung (9) ein Büschel von 
Kegelschnitten vor. Im Anschluß daran mag auch im 
binären Gebiet diese Gleichung als die „Büscheldarstellung^' 
einer Involution bezeichnet werden. 

62. Jedes der Doppelelemente einer Involution ist 
als ein Paar von Elementen aufzufassen, die sich vereinigt 
haben. In der Tat bilden ja die Doppelelemente die Über- 
gangsform zwischen den reellen und imaginären Elementen- 
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paaren der lovolution. Die elliptische InvolutioD, welche ima- 
ginäre Doppelelemente besitzt^ hat infolge dessen auch nur 
reelle Elementeopaare. 

Die Gleichung (9) muß daher auch die Doppelelemente 
selbst liefern und zwar für die Werte des Parameters X, 
zu denen ein Elementenpaar gehört, dessen Elemente sich 
in eines vereinigen. Nun ist aber aus (9) 



Genügt mithin X der Gleichung: 

(11) (a, + Xb,y — (ao + Xbo)(a^ + Xh) = 

so vereinigt sich das Elementenpaar in das eine Element 

(12) ^^ = — ^^ + ^^^ 
Daraus berechnet sich umgekehrt: 

/ION ;_ ^0 ^1 + % ^2 

^ " ^0 ^1 + ^1 ^2 

Führen wir diesen Wert in (11) ein, so erhalten wir die 
Gleichung der Doppelelemente. Die Gleichung (11) schreiben 
wir vorher in der Form 

(14) Da^—Dai'X + Da = 

wo Da, Db} Dab die in 12. und 13. definierten Größen. 
Sie geht nach Ausführung der Substitution (13) über in 

Db («0 ^1 + % ^2)^ + Dab(ciQ x^ + «1 x.^ (60 x^ + \ x^ 

+ I>a(Ö0 ^1 + 61 ^2)^=0 

Rechnet man die Koeffizienten aus, so ergibt sich nach Unter- 
drückung des gemeinsamen Faktors 

a^\ — %\ 

die Gleichung (10) der Doppelelemente. 

Endlich können wir aus der Gleichung (14) noch folgern: 
Sind 

Da = und Dö = 

stellen also die Gleichungen (8) je ein einziges Element dar, 
so sind dies natürlich gleichzeitig die Doppelelemente der 
Involution (9). 
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H&t man 

Da>0 A>0 2)a6 = 

80 trennen sich die beiden reellen Elementenpaare (8) har- 
monisch (13.). Es wird: 



=^FS 



die Doppelelemente der Involution (9) sind imaginär. An- 
dererseits zeigt man leicht, daß man bei der Darstellmig 
einer elliptischen Involution, unbeschadet der Allgemeinheit, 
von zwei harmonisch getrennten Elementenpaaren (8) aus- 
gehen kann. 

Verallgemeinerung für einen beliebigen, rationalen 

Träger. 

63. Die bisherigen Betrachtungen über die projektive 
und involutorische Beziehung galten für die drei Grund- 
gebilde erster Stufe. Die Grundlagen derselben bildeten die 
beiden folgenden Sätze: 

Fürs erste ließen sich die Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe eindeutig den Werten eines Parameters zuordnen, 
so daß jedem Element ein Wert des Parameters und um- 
gekehrt jedem Wert des Parameters ein einziges Element 
entsprach. 

Zweitens konnten wir das Doppelverhältnis von \ier 
Elementen eines Grundgebüdes erster Stufe darstellen bloß 
durch die den Elementen entsprechenden Parameter und der 
sich ergebende Ausdruck erwies sich als invariant gegenüber 
linearen Transformationen dieser Parameter. 

Die zuerst erwähnte Eigenschaft kommt aber nicht bloß 
den Grundgebilden erster Stufe zu, sondern noch unzähligen 
anderen Gebüden der Geometrie. Man nennt jedes Gebüde, 
dessen Elemente sich in der angegebenen Weise zu einem 
Parameter in eine wechselseitig eindeutige Beziehung bringen 
lassen, ein „einförmiges" oder „ujiicursales". Dies kann man 
auch wie folgt ausdrücken: Die Elemente eines unicur- 
s^len Gebildes müssen den Elementen eines Grund- 
gebildes erster Stufe in wechselseitig eindeutiger 
Weise zugeordnet werden können durch eine bili- 
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neare Gleichung, die also vom ersten Grade ist in 
bezug auf die beiden Parameter, welche die Ele- 
mente der beiden Gebilde bezw. bestimmen. 

Ist das einförmige Gebilde eine Kurve oder Flache, so 
heißt es auch „rational^^ So z. B. ist das allgemeinste, ein- 
förmige Punktgebilde im Räume eine rationale Eaumkurve. 
Besitzt eine Raumkurve n^' Ordnung JB** eine (n — 1)- 
fache Sekante gr, welche also mit der R^n — 1 Punkte ge- 
mein hat, so schneidet jede Ebene des Ebenenbüschels g. 
noch einen Pimkt aus der JB" aus. Eine solche R^ ist 
demnach rational. 

Ebenso ist ein Kegelschnitt eine rationale Kurve. Denn 
wählt man in seiner Ebene einen Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt auf dem Kegelschnitt liegen möge, so werden 
die Punkte des Kegelschnittes den Strahlen dieses Büschels 
in der oben definierten Weise eindeutig zugeordnet. 

Einförmige Gebilde sind femer die Büschel von Kurven 
oder Flächen, die Elementenpaare einer Involution u. s. f. 

Wir sind nun im stände, den Begriff der projektiven 
Verwandtschaft auf rationale Kurven überhaupt zu über- 
tragen. Für das Doppelverhältnis von vier Punkten einer 
solchen Kurve haben wir allerdings nur eine rein formale 

Definition. Ob sich dafür 
eine geometrische Deutung 
gewinnen läßt, bleibt bei je- 
dem Gebilde einer besonderen 
Untersuchung vorbehalten. 
Beispielsweise hat man unter 
dem Doppelverhältnis von 
vier Punkten eines Kegel- 
schnittes dasDoppelverhältnis 
der vier Strahlen zu verstehen, 
durch welche die vier gegebe- 
nen Punkte aus jedem Punkte 
des Kegelschnittes projiziert 
werden. 

64. Denken wir uns, daß 
die Parameter X und A' zur 
Festlegung der einzelnen Punkte eines gegebenen Kegel- 
schnittes h verwendet werden, so wird die Gleichung (3) 
von 59. eine involutorische Beziehung des Kegelschnittes 
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in sich zum Aasdruck bringen. Wenn dann nach 60. zwei 
Paare von Elementen eine Involution gerade bestiuinileii, so 
dürfen wir zur Bestimmung der Involution auf dem Kegel- 
schnitt k zwei Punktpaare ÄyA^, SyB^ beliebig annehmen 
(Fig. 20). Bringen wir die Verbindungslinie A Ai mit der 
Verbindungslinie BB^ in P zum Schnitt, so schnei<let der 
Strahlenbüschel mit P als Mittelpunkt aus dem Kegelschnitt 
eine Involution aus, in dem jeder Strahl durch P ein Punkt- 
paar dieser Involution liefert Diese Involution mufi aber 
mit der durch die Punktpaare A,Ai, ByB^ bestimmten zii- 
sammenfaUen, da durch zwei Punktpaare bloß eine Involution 
bestimmt ist. Es folgt demnach: 

Jede Involution auf einen Kegelschnitt wird er- 
zeugt durch einen Strahlenbüschcl. 

Liegt der Mittelpunkt P dieses Strahlenbüschels außer- 
halb des Kegelschnittes, so hat die Involution zwei Doppel- 
punkte My N, nämlich die Berührungspunkte der von P aus 
an den Kegelschnitt gehenden Tangenten. Die Involution 
heißt in diesem Falle hyperbolisch. Liegt P innerhalb 
des Kegelschnittes, so sind die Doppelpunkte imaginär, die 
Involution ist eine elliptische. Fällt P auf den Kegel- 
schnitt, so tritt der Ubergangsfall der parabolischen In- 
volution ein. 

Im Vergleich zur Darstellung auf der Geraden liefert 
diese Bepräsentation der Involution nicht nur ein weit an- 
schaulicheres Bild, sondern sie ist auch für die Lösung von 
Au%iben bequemer und fruchtbarer, wie folgendes Beispiel 
zeigen mag. 

(Jegeben sind zwei Involutionen AAj^, BB^, und A A^', 
B Bi airf dem gleichen Träger. Man konstruiere ein ihnen 
gemeinsames Punktpaar. 

Übertragen wir auch die zweite Involution auf den 
Kegelschnitt, so erhalten wir (Fig. 20) ein Centrum P. Die 
Linie P P schneidet dann aus dem Kegelschnitt das beiden 
Involutionen gemeinsame Punktpaar XX^ aus. 
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Transformationen in der Ebene. 



V. Kapitel. 

Die projektiven TransfoTmatioiien aaf yerschiedenen 

Trägern. 

§ 13. Die koUineare und reziproke Beziehung 
der Gnmdgebilde zweiter Stnfe. 

Kollinearc Ebenen. 

65. Wenn för die Untersuchung der Verwandtschaften 
rationaler, einstufiger Mannigfaltigkeiten die projektive Be- 
ziehung den naturgemäßen Ausgangspunkt bildete, so werden 
wir — nunmehr zu den Transformationen im temären Ge- 
biet übergehend — zunächst nach einer der Projektivitat 
entsprechenden Beziehung der Grundgebilde zweiter Stufe 
fragen. 

Betrachten wir zwei Ebenen e und 6% in denen bezw. 
die Fundamentalsysteme Äi, At, Ä^, E und -4/, Ai^ Aiy E^ 
angenonmien seien. Greifen wir irgend einen Punkt P von e 
heraus, dem die Verhältniskoordinaten Xi zugehören, so können 
wir die Koordinaten xl eines Punktes P' der Ebene e' eben 
diesen drei Zahlen werten proportional setzen, wodurch ein 
und nur ein Punkt P' in dem zweiten Punktfeld bestimmt 
ist. Auch umgekehrt finden wir auf diese Weise zu jedem 
Punkte von e' einen einzigen in der ersten Ebene, so daß 
also dadurch eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der 
Punkte der beiden Ebenen hergestellt ist: 

Es entsprechen sich diejenigen Punkte der beiden 
Ebenen, die in jedem der beiden Koordinaten- 
systeme zu den gleichen Verhältniszahlen gehören. 
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Zwischen den Koordinaten Xi und x! entspreoliender 
Punkte P und P' bestehen demnach die Beziehungen: 

\\j Xi l X^ » Xu ^= Xi l Xg X Xg 

oder auch: 

(2) QX{ = Xi QXt = Xi Qxi = .r. 

Die vier Punkte A^, A^f A^, E entspi-ccheu zufolge dieser 
Zuordnung der Reihe nach den Punkten A(f Ai, Ai, E\ 
Es sind ja z. B. die Koordinaten von ^i und Ai bezw.: 



(|,0,0) »nd (*',0,0) 



Wenn aber ganz allgemein zwei El)enen Punkt für 

Punkt eindeutig aufeinander bezogen sind, so kann eine 

solche Punkttransformation noch von der verschiedensten 

Art sein. Zur vollständigen Charakterisierung derselben 

fuhrt erst folgende weitere Überlegung. Läßt man einen 

Punkt P in der einen Ebene eine Gerade durchlaufen, so 

erföllen die entsprechenden Punkte P' in der anderen Ebene 

eine gewisse Kurve. Die soeben abgeleitete Punkttrans- 

formation gehört nun insofern zu den einfachsten, als bei 

ihr einer geradlinigen Bahn eines Punktes in der Ebene e 

meder eine solche Bahn in der Ebene e' entspricht. In der 

Tat wird irgend eine Gerade der ersten Ebene dargestellt 

durch: 

(3) fiOJi + ^2^^ + S^Xq = 

wobei wir uns unter den f,- konstante Zahlenwerte denken. 
Führt man aber aus (2) die Koordinaten der entsprechenden 
Punkte von e' ein, besteht zwischen ihnen die Gleichung: 

Dies ist aber wiederum die Gleichung einer Geraden der 
Ebene €\ Schreiben wir dieselbe in der Form: 

(4) fiX+f/^/+f3X=0 

so besteht zwischen den Koordinaten f, und f/ entsprechen- 
der Geraden folgender Zusammenhang: 

(5) f/:f/:f3'=fi:f2:f3 
oder auch: 

(6) Q^i^h 6^2=^2 eis=h 
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Demnach sind auch solche Gerade in den beiden Ebenen' 
einander zugewiesen, deren Koordinaten den gleichen Ver- 
hältniszahlen entsprechen. Man erhält also die gleiche 
Transformation, wenn man statt der Punkte die Geraden 
der beiden Ebenen nach dem erwähnten Prinzip einander zu- 
ordnet. 

Die Gleichung (3) ist nichts anderes als die Bedingung 
dafiir, daß ein Punkt rr,- auf einer Geraden f,- gelegen ist> 
aus ihr folgt (4), d.h.: 

Wenn in der Transformation (2) ein Punkt auf 
einer Geraden liegt, so liegt der entsprechende 
Punkt auch auf der entsprechenden Geraden. 

In betreff der unendlich fernen Punkte einer Ebene 
haben wir den Ausdruck gebraucht, daß sie auf der „un- 
endlich fernen" Geraden der Ebene liegen. Die Gleichung 
derselben für die Ebene e wird (22.): 

a 61X1+1)62X2 + c 63 flCs = 

Ihr entspricht in e'i 

a 61 x{ + 6 ^2 ^2 + C6qXs = 

und dies ist im allgemeinen Falle eine im Endlichen ge- 
legene Gerade. Ebenso entspricht der unendlich fernen 
Geraden: 

a'eixx + l'eixi + c'eixi = 

von g' die endliche Gerade: 

a'e{Xi + Veixi + c^e^x^ = 

Die beiden Ebenen heißen kollinear verwandt oder kurz 
„kollinear", die Beziehung selbst nennt man eine „Kol- 
li neation". Diese Bezeichnungen hat Möbius in seinem 
grundlegenden Werke „Der barycentrische Calcul", Leipzig 
1827, zuerst angewendet; sie beziehen sich auf die charak- 
teristische Eigenschaft einer solchen Transformation, daß 
Punkten, die durch eine gerade Linie verbunden werden 
(= collineantur) wieder die Punkte einer Geraden ent- 
sprechen. Chasles hat später die Ausdrücke „homo- 
graphisch^^ und „Homographie" benutzt. 

66. Der Zusammenhang dieser kollinearen Beziehung 
mit der Projekti\dtät der Grundgebilde erster Stufe wird 
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nun ohne weiteres dadurch vermittelt , daß entsprechende 
Gerade der KoIIineation projektive Punktreihen und ent- 
sprechende Punkte projektive Strahlenbäschel tragen. Für 
die drei Fnndamentalpunkte einer jeden Ebene folgt die 
letztere Eigenschaft unmittelbar aus unseren Voraussetzungen. 
Denn es ist z. B. für irgend zwei entsprechende Punkte P 
und P': 

{A,A,E,P,) = l' = ^t = UU^EIPI) 

oder: 

A,(AsAtEP) = Al^AiAiE'P') 

Es werden mithin entsprechende Punkte P und P' aus A^ 
und AI oder auch aus Ai und AI u. s. f. durch ent- 
sprechende Strahlen projiziert, und der Strahlenbüschel A^ 
ist projektiv dem Stiahlenbüschel A{. 

Sind aber dann g und g' einander entsprechende Grerade, 
femer X, F, Z, T Wer Punkte auf g und X% Y% Z', T 
ihre entsprechenden auf g'^ so ist: 

(XrZT) = ^i(XrZT) = AH,X!TZ'T) = (XT'Z'TO 

Die Punktreihen auf irgend zwei entsprechenden Greraden 
sind also projektiv. Dies gilt auch für die Seiten der 
Fundamentaldreiecke, z. B. für die Verbindungslinien A^ A^ 
und A(Ai. Daraus folgt weiter, daß irgend zwei ent- 
sprechende Punkte P und P' projektive Strahlenbüschel 
tragen. Denn diese Büschel projizieren z. B. die auf A^ A^ 
und AiAi gelegenen projektiven Punktreihen. Die kollineare 
Beziehung der beiden ebenen Systeme, also der ^ beiden 
Grundgebilde zweiter Stufe, besteht demnach darin, daß 
alle Elemente, nämlich Punkte und Geraden, in den beiden 
Ebenen einander eindeutig entsprechen und daß femer alle 
diese entsprechenden Elemente projektive GrundgebUde trageu. 

67. Die Tatsache, daß durch die Wahl des Koordinaten^ 
Systems in jeder Ebene die Kollineaüon voUstandig gegeben 
ist, können wir auch in folgender Form zum Ausdruck rarmg^jx: 

Die kollineare Beziehung zweier ^^^en ^^^ 
ist bestimmt, wenn man zu vier ^^\^ , ^^%> 
Geraden deV einen Ebene die entspt^«^^^^^ ^^ 
Punkte oder Geraden der anderen i-bene aic^V^ y^ 
liebig gibt 
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nach den Xi auf. Zu diesem Zwecke führen wir ein die \ 
Determinante: * 

%1 ^12 ^13 
J = ^^,1 ^22 «23 

%1 %2 ^33 

imd bezeichnen ferner die ünterdeterminante des Elementes 
a,]k in A mit a,* . Bei beliebiger Wahl der a, jk wird A von 
Null verschieden sein. Wir wollen dies im übrigen aus- 
drücklich zunächst voraussetzen. Auf den Fall, wo A ver- 
schwindet und infolge dessen die x[y xi, xi nicht von 
einander unabhängig sind, kommen wir später zurück. Aus 
den Gleichungen (7) leiten wir dann das neue System von 
Gleichungen ab. 

A / / / 

- . 0^1 = au^i + a2iX2 + asiXs 

Q 

(8) - . Xi = ai2^1 + «22^2'+ «32^3 

Q 

— ' Xq = ai^xi + a28Ä;2'+ a^&Xs 
Q 

Unter Benutzung dieser Gleichungen ergibt sich also 
auch zu jedem Pimkte P' ein einziger Punkt P. — Die 
Gleichungen, welche zwischen den Koordinaten f, und f/ 
entsprechender Geraden bestehen, können wir jetzt ohne 
weiteres anschreiben. Denn die Gerade 

^ix{+llxi+^ixi=0 

geht unter Benutzung der Gleichungen (7) direkt über in 
folgende: 

(aufi'+ «2112'+ Ö^SlIa)^! + K2fr + «2212 + «82^8)^2 + 

+ («i3li'+ «23^2'+ «asfsO^s = 
so daß die Koordinaten f, dieser Geraden die Werte haben: 

^ll = Ö^llfl'+ 0^21 f 2' + «81 f 3 

(9) Q^2 = «12 f / + «22 f 2' + «32 f 3 

^^3 = «Isll'H- «2312'+ «33 1^3 
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und die entsprechende Betrachtung für euie Gerade der 
Ebene e liefert die Gruppe von Gleichungen: 

(10) Q H = «21 f 1 + 022 f 2 + «28 f 8 

Die durch die Gleichungen (7) gegebene Beziehung 
zwischen zwei Systemen von Koordinaten bezeichnet man 
als eine lineare^ homogene Substitution; A heißt 
die Substitutions-Determinante. Denkt man an die 
geometrische Deutung der Gleichungen (7), so sagt man, 
daß sie eine lineare Transformation darstellen. Die 
Gleichungen (9) unterscheiden sich von den Gleichungen (7) 
nur dadurch, daß die Koeffizienten aa statt nach Horizontal- 
reihen nach Vertikalreihen in der Determinante A angeordnet 
sind. Man nennt diese Substitution die „transponierte"; 
in der gleichen Weise geben die Gleichungen (10) die trans- 
ponierte Substitution zu den Gleichungen (8). 

69. In den Gleichungen (2) von 65. erkennt man einen ganz 
speziellen Fall der allgemeinen linearen Substitution (7), 
und wir werden jetzt zu untersuchen haben, ob die durch 
die Gleichungen (7) gegebene Verwandtschaft nicht etwa 
allgemeinerer Natur ist als die durch die Gleichungen (1) 
oder (2) bestimmte KoUineation. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke zwei Ebenen, die 
durch eine lineare Transformation, wie sie die Gleichungen (7) 
geben, auf einander abgebildet sind. Dann muß sich diese 
Verwandtschaft doch auch dann noch durch lineare Glei- 
chungen von der Form (7) darstellen lassen, wenn man das 
Koordinatensystem in jeder der beiden Ebenen in bestimmter, 
sofort näher zu bezeichnender Weise annimmt Wir wollen 
uns nämlich zwei entsprechende Punkte in den beiden 
Ebenen herausgegriffen denken und in den einen die Ecke A^ , 
in den anderen die Ecke AI verlegen. Es entspricht also 
nun dem Punkte A^ oder a^g = 0, x^=0 der Punkt AI 
oder 0^= Of Xs = 0. In den Gleichungen, welche die Ver- 
wandtschaft bei dieser Lage der Koordinatensysteme dar- 
stellen, muß denmach a^i = und a^i = oder: 

Ai CV3 A{; «21 = 0, «31 = 

Doehlemann, Geometrische Transformationen, 8 
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Verlegen wir nun auch die Ecken Ä2 und A2 in ent- 
sprechende Punkte der Ebenen, so ergibt sich ebenso, daß 
0^2 = und ttgg == oder: 

Wenn endlich A^ und A^ sich entsprechen, so ist: 

Ai 00 Ai; ai8 =0, 023 = 

Die lineare Transformation, in der die drei Ecken der 
beiden Koordinatendreiecke bezw. einander entsprechen, wird 
also durch die Gleichungen gegeben: 

Soll endlich auch der Einheitspunkt der einen Ebene dem 
der anderen entsprechen, so muß man haben: 

^1 • ^2 • ^88 =1:1:1 

und die Gleichungen reduzieren sich auf die Form (2). 

Es hat sich damit gezeigt, daß die Gleichungen (7) 
auch bloß eine Kollineation liefern, nur ist dabei das Ko- 
ordinatensystem in jeder Ebene ganz willkürlich an- 
genommen, oder: 

Die allgemeine, lineare, homogene Substitution 
zwischen den Punktkoordinaten der beiden Ebenen 
oder auch zwischen den Linienkoordinaten der 
beiden Ebenen stellt eiae Kollineation dar. 

Kollineare Ebenen in perspektiver Lage. 

70. Auch aus dem Bündel können wir unter An- 
wendung der bekannten Operationen der neueren Geometrie 
kollineare Ebenen in einfacher Weise herleiten* Schneiden 
wir nämlich einen Strahlenbündel 8 mit zwei Ebenen e 
und fi', so liefert jeder Strahl des Bündels in seinen Schnitt- 
punkten mit € und e' entsprechende Punkte A und A' u. s.f. 
(Fig. 21), und jede Ebene des Bündels schneidet ent- 
sprechende Gerade g und g' aus den beiden Ebenen aus. 
Man überzeugt sich leicht, daß die beiden Ebenen dadurch 
kollinear auf einander bezogen werden: aber die Strahlen- 
büschel in entsprechenden Punkten wie A und A' und die 
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Punktreihen auf entsprechenden Geraden wie g und g* sind 
in diesem Falle nicht nur projektiv^ sondern per- 
spektiv. In dieser Lage bezeichnet man die beiden 
Ebenen selbst als ^^perspektiv^ und den Prozeß der 
Centralprojektion auch als ^^Perspektive'^ Denkt man sich 
die ^Beziehung der Punkte und Geraden in den beiden 
Ebenen fixiert, die Ebenen selbst aber in eine beliebige 
Lage gegen einander gebracht, so sind die beiden Ebenen 
offenbar noch kollinear auf einander bezogen. Dabei bleibt 
es allerdings noch dahingestellt, ob diese beiden Ebenen 
nicht etwa in einer speziellen koUinearen Beziehung zu 




Flg. 21. 



einander stehen. Dies ist nicht der Fall. Denn man kann 
zeigen, daß sich umgekehrt zwei kollineare Ebenen — sogar 
noch auf unendlich viele Arten — in Perspektive Lage 
bringen lassen. Zu welcher anderen Aufgabe man dadurch 
geführt wird, ist direkt zu erkennen. Bei der Perspektiven 
Lage zweier Ebenen hat jeder Punkt ihrer Schnittlinie 5, s' 
(Fig. 21) die Eigenschaft, mit dem ihm entsprechenden zu- 
sammenzufallen. Nimmt man die beiden Ebenen aus einander, 
so werden demnach die Geraden s und s' nicht nur pro- 
jektive, sondern kongruente Pimktreihen tragen. Um also, 
umgekehrt zwei kollineare Ebenen perspektiv zu orientieren, 
hat man jedenfalls zunächst solche entsprechende Gerade 

8* 
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aufzusuchen, welche kongruente Punktreihen tragen. Darauf 
soll nicht weiter eingegangen werden.*) 

71. Endlich erhalten wir auch zwei Ausartungen der 
kollinearen Beziehung, wenn wir bei der Perspektiven Lage 
den Mittelpunkt S des Bündels auf der einen Ebene oder 
in der Schnittlinie der beiden Ebenen wählen. Liegt im 
ersten Falle S etwa in £', und denken wir uns die Ebenen 
dann wieder aus dem Perspektiven Zusammenhang gebracht, 
so ist in £ eine sioguläre Gerade 5, in e' ein singulärer 
Punkt S gegeben. Die Punktreihe s ist projektiv auf den 
Strahlenbüschel S bezogen. Jedem beliebigen Punkte 
von € entspricht stets wieder der Punkt S der anderen 
Ebene, einem Punkte der singulären Geraden s dagegen ent- 
sprechen alle Punkte des Strahles von S, der dem Punkte 
zugewiesen ist. Einem Punkte X von e' femer entspricht 
der Punkt auf s, der in der projektiven Beziehung von S 
und s dem Strahle XS zugeordnet ist. 

Wird im zweiten Falle das Centrum S der Perspektivi- 
tat auf der Schnittlinie s der beiden Ebenen angenommen, 
so liefern die in beliebige Lage gebrachten Ebenen folgende 
Ausartung der kollinearen Beziehung: In jeder der beiden 
Ebenen liegt eine singulare Gerade s bezw. 5' und auf ihr 
je ein singulärer Punkt S bezw. S\ Jedem beliebigen 
Punkte der einen Ebene entspricht stets der singulare Punkt 
der anderen Ebene, jeder Geraden der emen Ebene immer 
die singulare Gerade der anderen Ebene. Einem beliebigen 
Punkte auf der singulären Geraden der einen Ebene ent- 
sprechen die sämtlichen Punkte des singulären Strahles der 
anderen Ebene. Einem beliebigen Strahle durch den singu- 
lären Punkt der einen Ebene sind alle Strahlen durch den 
singulären Punkt der anderen Ebene zugewiesen. Auf 
weitere Ausartungen der Kollineation gehen wir nicht ein. 

Kollineare Grundgebilde zweiter Stufe. 

72. Eine sehr bedeutende Verallgemeinerung und neue 
geometrische Deutungen gewinnen wir, wenn wir ims jetzt 
vorstellen, daß in den Gleichungen (7) von 68. die Xi die 



*) Man vergl. z. B. Schröter: „Theorie der Oberflächen zweiter 
Ordnung'*, Leipzig 1880, § 45. 
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Koordinaten eines Elementes eines Grundgebildes zweiter 
Stufe (also eines ebenen Systems oder eines Bündels) seien^ 
während die Xi die Elemente eines zweiten Grundgcbildes 
zweiter Stufe festlegen mögen. Die lineare Substitution stellt 
dann jedenfalls eine eindeutige Zuordnung der Elemente der 
beiden Grundgebilde her und aut Gnmd ähnlicher Über- 
legungen, wie sie im Vorhergehenden für zwei Ebenen 
durchgeführt wurden, ergibt sich ferner, daß entsprechende 
Elemente der beiden Grundgebilde projektive Grundgebildc 
erster Stufe tragen. 

Die auf diese Weise ganz gleichartig durch eine lineare 
Substitution definierten Verwandtschaften unterscheidet man 
ihrem geometrischen Charakter nach in kollineare und 
korrelative (oder reziproke), indem zu beachten ist, was 
fiir Elemente einander zugewiesen sind. Für die ersteren 
Hefert zwar keine Definition, aber doch eine Veranschau- 
lichung der Begriff der Perspektiven Lage von Grund- 
gebilden zweiter Stufe. 

Projiziert man ein ebenes System aus zwei Punkten 8 
und S' des Raumes, so heißen die beiden dadurch ent- 
stehenden Bündel perspektiv. Es sind je zwei Strahlen 
einander zugeordnet, die nach dem gleichen Punkte des 
Feldes laufen, und zwei entsprechende Ebenen der beiden 
Büschel projizieren die nämliche Gerade des Feldes. Ent- 
sprechende Gerade der beiden Bündel tragen Perspektive 
Ebenenbüschel, entsprechende Ebenen Perspektive Strahlen- 
büschel. 

Denkt man sich die Zuordnung der Elemente der 
beiden Büschel markiert, während man die gewissermaßen 
als starre (materielle) Gebilde gedachten Bündel aus ihrem 
geometrischen Zusammenhange löst und in eine beliebige 
Lage im Kaume bringt, so sind die Bündel noch kollinear 
auf einander bezogen. Entsprechende Elemente tragen pro- 
jektive Grundgebilde erster Stufe. 

Ebenso heißen ein Bündel und das Feld, welches 
irgend eine Ebene aus ihm ausschneidet, perspektiv. Aus 
dieser Lagenbeziehung gebracht, bleiben die beiden Gebilde 
noch kollinear. 

Bedeuten in den Gleichungen (7) von 68. die Xi die 
Koordinaten der Punkte eines Feldes, die x/ die Koordinaten 
der Geraden eines Bündels, so geben diese Gleich 
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die allgemeinste kollinearc Beziehung dieser beiden Ge- 
bilde. Man zeigt nämlich, daß die in dieser Weise aufeinander 
bezogenen Gebilde im allgemeinen nicht in Perspektive 
Lage gebracht werden können. 

Dagegen lassen sich zwei durch eine lineare Trans- 
formation kollinear auf einander bezogene Bündel stets in 
Perspektive Lage bringen und sogar noch auf unendlich 
viele Arten (Schröter 1. c). 

Die koiTclative Beziehung der Grundgebilde zweiter 
Stufe läßt sich nicht in ähnlicher Weise durch einen geo- 
metrischen Prozeß herleiten. Wir behandeln dieselbe später 
gesondert. 

Projektive Eigenschaften. 

73. Welche Eigenschaften der geometrischen Gebilde 
sind es nun, die man vermittels kollinearer Transformationen 
untersucht? Denken wir uns etwa zwei Ebenen, die kol- 
linear auf einander bezogen sein mögen. Einer in der ersten 
Ebene gelegenen Kurve n**' Ordnung (7" entspricht in der 
zweiten Ebene eine Kurve C" von der gleichen Ordnung. 
Denn die lineare Substitution läßt den Grad der Kurven- 
gleichung ungeändert. Auch die Klasse der Kurve bleibt 
die gleiche, weil die Transformation der Linienkoordinaten 
ebenfalls eine lineare. Dagegen werden die Beziehungen 
der Kurve zum Unendlichfemen im allgemeinen eine Änderung 
erleiden. Unendlich ferne Punkte der C^ gehen bei einer 
allgemeinen KoUineation in endliche Punkte der (?'♦• über u.s.f. 

Ist C" eine rationale Kurve, so gilt das Gleiche von 
der Kurve C'*, und beide Kurven sind projektiv aufeinander 
bezogen. Auf diese Weise kann man aus einer ebenen Kurve 
durch lineare Transformationen oder, was das Nämliche be- 
deutet, durch Centralprojektionen in andere und andere 
Ebenen unendlich viele neue Kurven herleiten. Gibt es 
nun Eigenschaften, die allen diesen Kurven gemeinsam sind, 
die also durch lineare Transformationen oder durch Central- 
projektionen nicht zerstört werden? Solche Eigenschaften 
heißen projektive oder auch invariante, und zum 
Studium derselben können wir irgend eine der unendlich 
vielen Kurven benutzen, sofern sie sich etwa durch irgend 
welche andere Eigenschaften als dazu geeignet qualifiziert. 
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Die Kegelschnitte und Kurven dritter Ordnung. 

74. Das bekannteste Beispiel für diese Untersuchungs- 
methode bieten die Kegelschnitte, die sich durch Central- 
projektion oder auch durch eine Kollineation aus dem 
Kreise ableiten 
lassen. Dieser gibt 
in diesem Falle 
den für die Kon- 
straktion einfach- 
sten Typus der 
Knrve zweiter 
Ordnung. Wir 
konunen später 
darauf zurück, 
wenn wir eine 
für konstruktive 
Zwecke beque- 
mere Form der 
kollinearen Bezie- 
hung kennen ge- 
lernt haben. 

Als zweites 
Beispiel möge die 
Klassifikation der 
ebenen Kurven 
dritter Ordnung 
Erwähnung fin- 
den. Schon New- 
ton *) hat aller- 
dings ohne Beweis den Satz gegeben^ daß alle ebenen 
Kurven dritter Ordnung durch Centralprojektion aus fünf 
Typen abgeleitet werden können, welch letztere er als ,,di- 
vergierende Parabeln" bezeichnet. „Wie nämlich der 
Kreis, wenn er einem leuchtenden Punkte vorgehalten wird, 




Fig. 22 b. 



*) „Enumeratio lineamm tertii ordinis", Seite 19. Diese Schrift 
ist beigegeben dem Werke: „Optica". Londini 1706. Ferner findet 
sie sich auch in dem anderen Werke des gleichen Verfassers: „Analysis 
per qnantitatnm series, finxiones ac differentias, com enameratione 
lineamm tertii ordinis": Londini 1723, V, Genesis curvamm per 
umbras; Seite 93. 
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Transformiert man femer die Bedingung für die ver- 
einigte Lage eines Punktes und einer Geraden, so folgen 
wie oben die Gleichungen: 

QX!= an fi + ai2 ^2 + «13 ^3 

(13) Q^i= «21 ^1 + «22 ^2 + «23 ^3 

^^3'= «31 ^1 + «32 ^2 + «33 ^3 

und: 

(1 4) ^ f 2 = 0^12 OOi + «22 X2 + «32 ^3' 

Q^i= »18^/ + 0^23^2' + «88^3' 

Die einfachste Form, auf welche durch zweckmäßige 
Wahl des Koordinatensystems diese Gleichungen gebracht 
werden können, ist: 

Q^i = ^1 QS2 = ^2 Qis = ^3 

und: 

Qx{ = fi QX{ = f 2 0^3 = ^8 

Ganz analoge Betrachtungen zeigen dann, daß diese 
Verwandtschaft der beiden Ebenen folgende Eigenschaften 
besitzt: .Jedem Punkte P von e entspricht eine Gerade p' 
in fi'; dreht eine Gerade g sich um P, so rückt der ent- 
sprechende Punkt G' auf p' fort und die Punktreihe G' 
ist projektiv zum Strahlenbüschel g. 

Die beiden Ebenen heißen „reziprok'^ oder auch „kor- 
relativ" verwandt, die Beziehung selbst wii'd als „Kor- 
relation^^ bezeichnet. 

Den unendlich fernen Geraden der Ebenen e und c' 
entsprechen im Endlichen gelegene Punkte in der anderen 
Ebene, die „Mittelpunkte" der reziproken Beziehung. Die- 
selben durch die Ilechnung zu bestimmen, möge als Auf- 
gabe gestellt werden. 

76. Gibt man sich in der einen Ebene vier Punkte 
A, JBy Cf D in allgemeiner Lage, so daß also keine drei 
derselben auf einer Geraden liegen, und vier Gerade a', V, 
c, d' in der anderen Ebene, von denen keine drei durch 
einen Punkt laufen, so ist durch diese Angabe die kor- 
relative Beziehung der beiden ebenen Systeme eindeutig 
und vollständig bestimmt. Geometrisch folgt dies aus dem 
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«0 

'Froheren unter entsprechender Änderung der benutzten 
Eonstniktionen. 

Analytisch ist die Bestimmung der Korrelation durch- 
geführt, wenn die neim Koeffizienten an auf Grund der 
obigen Angabe sich berechnen lassen. Wir 8chreil)en die 
Gleichungen (11) zu diesem Zwecke in der Form: 

g2 dfi^i + 0^2 ^2 4" ^28 »^'ri 

Mit einem Koeffizienten aiu kann man di\'idieren, so 
daß acht wesentliche Konstante übrig bleiben. Setzt 
man die Koordinaten von Ä und a' in das System (15) 
ein; 80 erhält man zwei Bestimmungsgleichungen. Die vier 
Paare entsprechender BHemente genügen also gerade, um 
die a,t zu berechnen. Diese Überlegung ist in der gleichen 
Weise auch für die KoUineation gültig. 

Projiziert man zwei reziproke Ebenen e und e' aus 
zwei Punkten S und S', so erhält man „reziproke" oder 
»korrelative" Bündel; projiziert man bloß die eine Ebene c' 
aus S', so ist das ebene System e auf den Bündel S' kor- 
relativ bezogen. 

Die KoUineation und Korrelation finden ihren gemein- 
samen Ausdruck in der linearen Substitution. Beide Be- 
aehungen können als „projektive" bezeichnet werden, sofern 
in jedem Falle die eindeutig einander zugewiesenen Elemente 
der beiden Grundgebilde zweiter Stufe projektive Grund- 
gebilde erster Stufe tragen. Der Unterschied zwischen 
beiden Verwandtschaften besteht lediglich darin, daß andere 
Elemente einander zugewiesen werden. 

77. In der Möglichkeit, zwei Grundgebilde zweiter 
Stafe reziprok auf einander zu beziehen, liegt der Beweis 
fär das Dualitäts- oder Eeziprozitäts-Gesetz in der Ebene 
und im Bündel. Eine Korrelation zwischen zwei Ebenen 
fuhrt eine Kurve w*®^ Ordnimg, den Ort eines Punktes im 
einen Feld, über in eine Kurve w*®*^ Klasse im zweiten 
Felde, die von den entsprechenden Geraden umhüllt wird. 
Jedem mehrfachen Punkte des ersten Ortes entspricht 
eine ebensovielfache Tangente der entsprechenden Klassen- 
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kurve, also z. B. einem Doppelpunkt eine Doppel- 
tangente u. 8. f. 

Die reziproke Beziehung zweier ebenen Systeme kann 
in sehr verschiedener Weise ausarten. Aus den in 71. er- 
wähnten Beispielen der Ausartung ein^r Kollineation er- 
geben sich solche für die Korrelation, wenn man an Stelle 
der einen der beiden Ebenen ihr korrelatives Bild setzt. 

Die bisherigen Ergebnisse können wir wie folgt zu- 
sammenfassen: 

Die lineare, homogene Substitution im ternärcn 
Gebiet stellt je nach der Art der einander zu- 
gewiesenen Elemente eine kollineare oder kor- 
relative, d. h. eine projektive Beziehung zwi- 
schen zwei Grundgebilden zweiter Stufe dar. 

Zwei solche Grundgebilde können durch achtfach 
unendlich (c»®) viele Kollineationen oder Korrelationen 
auf einander bezogen werden. 

Durch die Angabe von vier gleichartigen Elementen 
in allgemeiner Lage im einen System und der ihnen 
entsprechenden im anderen System ist jede der beiden 
Beziehungen eindeutig bestimmt. 



Darstellung in nicht homogenen (schiefwinkligen) 

Koordinaten. 

78. Wenn wir die kollineare Beziehung zweier Ebenen 
durch die Gleichungen (7) von 68. zum Ausdruck brachten, 
80 entsprachen sich dabei weder die Seiten der beiden 
Fimdamentaldreiecke noch die unendlich fernen Geraden der 
beiden Ebenen. Wir dürfen also, ohne dadurch eine 
speziellere Beziehung zu erhalten, auch in den beiden 
Ebenen Fundamentaldreiecke wählen, von denen etwa die 
Seiten a^ bezw. a^ mit den unendlich fernen Geraden der 
beiden Ebenen zusammenfallen. Die homogene Koordinaten- 
bestimmung geht dann, wie früher (24.) gezeigt wurde, über 
in ein System gewöhnlicher, schiefwinkliger Koordinaten in 
der Weise, daß 

Xq Xq 
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und analog: 



125 






X2 



x^ 



Aus den Gleichungen (7) erhalten wir aber die folgenden : 
oder auch: 



^s ^:ji*^'i + ^',12^2 "1" ^3P^3 



(16) 



x'== 



(h^+hy+ci 






wenn wir o^, Ojg, ... durch a^, b^, ... ersetzen. Diese 
Gleichnngen (16) geben die allgemeinste Darstellung der 
Kollineation in gewöhnlichen, schiefwinkligen Koordinaten. 
Ans ihnen resultieren die folgenden: 



(17) a: = 



a^x'+a^y'+a^ 



y = 



ßi^'-i-ß'>y'+ß. 



Yi^' + ny' + 73 7i^' + r-jf + n 

Hierbei bedeutet wieder a^ die Unterdetermiiiante, welche in 



a, 



«o 



ac 






Co 



zu dem Elemente a^ gehört. 

Der Vollständigkeit wegen mögen auch noch die Formeln 
Platz finden, welche die Linienkoordinaten w, v und w', v' 
in einander transformieren. Man erhält wie oben: 



18) 



bezw.: 



(19) 



u = 



V = 



u' = 



v' = 



qw'+Cgt;' — C3 

q w' + Cj i;' — C3 

gg i^ + fe y — }^2 
gg «* + /?3 ^ — J's 
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In jeder dieser vier Gruppen (16), (17), (18), (19) tritt 
in beiden Gleichungen der nämliche Nenner auf. Es sind: 

(^3^+hy + ^3 = 

und: 

7i^'+ 722/'+ 78 = 

die „Fluchtgeraden" der Ebenen e und c', denen die unend- 
lich fernen Geraden der anderen Ebene entsprechen. Das 
Auftreten dieses gleichen Nenners erscheint aber als eine 
notwendige Bedingung. Denn die Gleichungen 

^,_ aiX + \y + (^ ^ Ä 

a3^ + hy + <^3 G 

.^ a^oo + hy + c^ _ -B 

a^x + \y + C4 D 

liefern zwar auch eine eindeutige Punkttransformation, aber 
einer Geraden 

px'+qy'+r = Q 

entspricht vermöge derselben der Kegelschnitt: 

79. Ganz in der gleichen Weise kann man von den 
früher (75.) aufgestellten Gleichungen für die Korrelation 
ausgehen und daraus die Darstellung dieser Verwandtschaft 
in nicht homogenen Koordinaten gewinnen: man erhält 
unter Rücksicht auf 25. die entsprechenden Systeme: 



(20) 

v'- 


«3^ + hy + ^3 


0? = 

(21) 

y- 




«2 ^ + *2 y + ^2 

%^ + hy + «3 




M = 

(22) 

V — . 


a^x' -\- a^y' — a^ 
(\x'+c^y'—c^ 

\x'-]-\y'— &3 

C-^X "4~ ^2?/ — ^3 


x'- 
(23) 


Ol M + A » — yi 


Den Geraden 






bezw. 


«3 ^ + *3 2/ + ^3 — 






Cix'+c^y' 


•-cs = o 
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entsprechen in den Ebenen e' und e je die Koordinaten- 
anfange m'= 0, t;' = bezw. u = 0, t; — . Als End- 
resultat finden wir demnach: 

Die Verwandtschaften der EoUineation und Kor- 
relation werden in schiefwinkligen (gewöhnlichen) 
Koordinaten durch eine linear -gebrochene Sub- 
stitution mit dem gleichen Nenner dargestellt 

§ 14. Das Moblnssche Netz. 

Konstruktion und Eigenschaften eines Netzes. 

80. Die Eigenschaft^ daß entsprechende Pnnktc in 
kollinearen Ebenen projektive Strahlenbüschel tragen^ kann 
uns^ zweimal zur Anwendung gebracht, die Bestimmung 
entsprechender Punkte solcher Ebenen ermöglichen. Auch 
die wirkliche Konstruktion dieser Punkte ist ohne große 
Mühe durchzuführen, namentlich wenn die beiden ebenen 
Systeme in eine gemeinsame Ebene, die Zeichenebene, ge- 
bracht sind. 

Es wird aber Interesse bieten, noch eine andere Methode 
kennen zu lernen, um entsprechende Elemente in zwei kol- 
Knear oder korrelativ auf einander bezogenen Ebenen durch 
direkte, geometrische Konstruktion zu ermitteln, zumal sich 
dieselbe dadurch auszeichnet, daß die vorzunehmenden Kon- 
struktionen alle in den betreffenden Ebenen selbst aus- 
gefShrt werden. 

Wir beschranken uns zunächst auf eine Ebene und 
wollen außerdem bloß das Lineal benutzen. Die linearen 
Konstruktionen, die wir ausfuhren, bestehen also in den 
Operationen des Projizierens und Schneidens, d. h. wir ver- 
binden zwei gegebene Punkte durch eine gerade Linie und 
wir zeichnen den Schnittpunkt zweier gegebenen Geraden. 

Sind wir dann im stände, ausgehend von gewissen 
festen Elementen, lediglich unter Anwendung dieser 
Operationen, die ganze Ebene mit neuen Elementen, näm- 
lich Punkten und Geraden, zu erfüllen? 

Nehmen wir an, daß zwei oder drei Punkte gegeben 
sind, so bestimmen sie eine Verbindungslinie oder drei 
ßolche Linien. Die Möglichkeit weiterer Konstiniktionen 
ist nicht vorhanden. Neue Elemente in unbegrenzter Zahl 
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lassen sich erst ableiten, wenn wir von vier Punkten ^^, 
Ä2, Äg, A^ ausgehen (Fig. 23), die sieh in allgemeiner Lage 
befinden. Dieselben bestimmen dann zunächst sechs Ver- 
bindungslinien, die Seiten des vollständigen Viereckes 
A^A^A^Ai^. Aus diesen sechs Geraden leitet man drei 




Fig. 23. 

neue Schnittpunkte ab, B^, Iß^^y ^sf ^'^ Nebenecken des 
genannten Viereckes. Diese Punkte Bi bestimmen drei 
Verbindungsgerade, welche ihrerseits wieder zu sechs 
Punkten C^, C2, .-v Q Veranlassung geben. Wir er- 
halten also das Schema: 

a) Gegeben die Punkte Aj^, A^, Ag, A^\ 



b) 6 Gerade . . 

c) 3 Punkte JB, . 

d) 3 Gerade . . 

e) 6 Punkte d 

f) 16 Gerade 



Erste Generation von Geraden; 



Erste 
Zweite 
Zweite 
Dritte 
u, s. f. 



yj 



n 



yy 



yy 



V 



V 



» 



>y 



Punkten; 
Geraden; 
Punkten ; 
Geraden; 



Die nächste „Generation" würde bereits aus 84 Punkten 
bestehen, woraus man erkennt, daß die Zahl der Punkte 
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und Geraden sehr rasch zunimmt. Selbstverständlich zeigt 
dies System von Punkten mid Linien zahllose Eigenschaften. 
Z.B. liegen die drei Punkte Q, Gj, C^ auf einer Geraden, 
der Harmonicalen des Punktes -4^, die Linien Qtj, CjC«, 
Cq C4 gehen bezw. durch C« , C^ , C, oder anders aus- 
gedrückt: die sechs Punkte Ci liegen viermal zu je dreien 
auf einer Geraden« — Möbius hat in seinem barycentrischen 
Kalkül das auf diese Weise sich bildende Gewebe von 
Linien als ein „Netz" in einer Ebene bezeichnet. Wir 
sprechen also von „Geraden" und „Punkten" des 
Netzes. Die vier Punkte Ai, aus denen sich das ganze 
Netz entwickelt^ heißen die „Hauptpunkte^^ Man kann 
natürlich auch von vier Geraden ausgehend ein Netz bilden^ 
daß dann dem eben betrachteten dual g^enüber steht. 

Auch im Bündel können wir eine Netzkonstruktion 
durchführen, indem wir entweder vier Ebenen oder vier 
Gerade als Hauptelemente benutzen. 

Die Eigenschaften einzelner Elementegruppcn eines 
Netzes entziehen sich wegen ihrer rasch zunehmenden Kom- 
pliziertheit sehr bald einer übersichtlichen Betrachtung: es 
würde mithin die ganze Untersuchung an Litercsse ver- 
lieren, könnte man nicht in bezug auf alle Elemente eines 
Netzes allgemeine und merkwürdige Sätze aufstellen. 

81. Nehmen wir das Dreieck A^A^A^ als Fundamental- 
dreieck, die Gerade C^ C^ C3 als Einheitsgerade (Fig. 23) und 
A^ folglich als Einheitspunkt Die Gleichungen der Punkte 
A^y A2J Aß, A^ werden dann bezw.: 

(1) fi = ^2 = ^3 = ^1 + ^2+^3 = 

Irgend ein Punkt X mit den Koordinaten Xi wird 

durch eine Gleichung dargestellt, die wir mit X bezeichnen 
wollen, so daß also: 

Dann gilt zunächst folgender Satz: 

Gehört ein Punkt X, dessen Gleichung 

X= ^ifl + ^2^2 + ^3^3 = 

ist, dem Netze an, so sind die Koordinaten Xi des- 
selben rationale, ganze Zahlen, die Null ein- 

Doehlemann^ Oeometriaohe Transformationen. 9 
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geschlossen, deren Werte bloß von dem Kon- 
struktionswege abhängen, der zu dem Punkte führte. 

Wir wollen die Richtigkeit dieses Satzes für die Punkte 
jB, und Ci der ersten und zweiten Generation zunächst 
durch direkte Ausrechnung bestätigen. Der Punkt B^ z. B, 
ergab sich als Schnittpunkt der Verbindungslinien A^A^ 
imd Ä^Ä^. Es muß also seine Gleichung in der Form: 

und zugleich auch in der anderen: 

erscheinen. Dies wird erreicht für v = — 1 , so daß also 
die Punkte Bf gegeben sind durch: 

(2) ^^-18+^1=0 

Der Punkt C^ femer liegt harmonisch zu 5^ bezüglich A2 
und Ag, also ist: 

C; HH f j — I3 = 
und ebenso: 



(3) ^E=l3_f^ = 

ä;=fi-f2 = 
Die drei anderen Punkte C ergeben sich aus der Identität: 



= 2 f , + f , + f 3 = f 1 + (f 1 + f 2 + f 3 ) - -li + ^ 

-(fl + f2) + (fl + f8)-^3 + J?2 

Dies muß demnach die Gleichung von (^4 sein: wir er- 
halten daraus: 



C,^2^,+ ^2+ ^3 = 

(4) C,^- fi + 2f2+ ^3 = 

Ce^ fi+ 12 + 2^3 = 

Daß — nebenbei bemerkt — die geometrisch durch- 
aus gleichwertigen sechs Punkte (7, analytisch nicht alle 
in der gleichen Form erscheinen, rührt davon her, daß der 
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Pankt A^ den drei anderen Hauptpunkten gegenüber in der 
Rechnung ausgezeichnet ist. 

Ist jetzt X irgend ein Punkt des Netzes, so muß er 
doch entstehen als Schnittpunkt von mindestens zwei Geraden 
des Netzes, welch' letztere etwa die Netzpunkte f/, K bezw. 
Ly M verbinden. Es möge nun angenommen werden, daß 
der zu beweisende Satz für die Punkte J, Ky L, M gelte, 
so daß in den Gleichungen: 

J^ t'i fi + h li + h f» = 

die Großen i,, ki, li, m, rationale, ganze Zahlen bedeuten. 
Dann kann man, lediglich durch Auflösung eines Systemes 
linearer Gleichungen, vier Größen t, k, Z, m bestimmen der- 
art, daß 

(6) i . J + k'E + l' L + m-M — O 

Diese Zahlen i, k, l, m sind ebenfalls rational, da durch 
diese Eechnung keine Irrationalität hereingebracht werden 
kann. Die Gleichung (6) aber läßt sich auf dreifache Art 
in zwei zweigliederige Tenne zerspalten: schreiben wir z. B.: 

i . 7+ k . Z= — {l . L + m . M) 

so gibt jeder dieser Ausdrücke, gleich Null gesetzt, offen- 
bar den Punkt X, so daß: 

X = i . 7+ Ä . Z= — . L + m'M) = 

Die beiden anderen Zerfällungen der Gleichung (6) 
geben die zwei übrigen Nebenecken des vollständigen Vier- 
eckes JKLM. Die Gleichung X = enthält ersichtlich 
nur rationale Größen, sofern die Gleichungen (5) die voraus- 
gesetzte Eigenschaft besitzen. Von den Punkten ü, und d 
der ersten und zweiten Generation haben wir nun aber 
direkt bewiesen, daß für sie die Voraussetzung der Glei- 
chungen (5) zutrifft, folglich müssen die Punkte aller 
folgenden Generationen ebenfalls durch rationale Verhältnis- 
zahlen gegeben sein. 

9* 
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Zusatz: Ist Y ein weiterer auf der Geraden JK ge- 
legener Punkt des Netzes, so wird seine Gleichung auf die 
Form gebracht werden können: 

Daraus ergibt sich für das Doppelverhältnis der vier Netz- 
produkte Jy K, X, IT: 

(JKXT) = ^^:^ 

oder: 

Das Doppelverhältnis von irgend vier Punkten 
des Netzes oder auch von vier Geraden des Netzes 
läßt sich rational ausdrücken. 

82. Interessanter noch als der vorige Satz ist seine 
Umkehr ung, welche besagt: 

Sind die Koordinaten Xi eines Punktes X rationale^ 
ganze Zahlen, so gehört derselbe dem Netze an. 

Die Gleichung dieses Punktes wird: 

'X^XJ^ + X.J2 + ^3^3 = 

und wir erbringen den Beweis, indem wir zeigen, wie sich 
dieser Punkt in dem Netze auffinden läßt. Dabei machen 
wir zunächst die Annahme, die Xi seien alle positiv. 

Projizierten wir (Fig. 24) den Punkt A^ aus Ä2 und Ag 
auf die Gegenseiten des Fundamentaldreiecks, so erhielten 
wir die Punkte B2 und B^ oder: 



Verbinden wir A^ mit A^^ und bringen diese Linie ziun 
Schnitt mit B^B^, so erhalten wir den in der Figur mit 2 
bezeichneten Punkt. Seine Gleichimg wird: 

Diesen Punkt projizieren wir wieder aus A^ imd .43 und 
leiten aus diesen neuen Punkten den ebenfalls auf A^A^ 
gelegenen Punkt 3 ab oder: 

3^1+12+^3=0 u.s.f. 
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Äof diese "Weise gelangen wir sicher ni einem Punkte 

iPifi + f. + f»=0 
auf der Ijnie .^i^t- ^^ verbinden diesen Punkt mit A^ 




and können duTck ganz analoge Operationen auf dieBcr 
Verbindungslinie den Punkt 

3:1 fl + 3^3^8 + ^8=0 

konstruieren. Zum Schlüsse kat man nun diesen Punkt mit 
Ay zu verbinden, um endlich auf dieser Hilfslinie den ge- 
suchten Punkt X oder 

X^a^fi + ^jlj + a^lg-O 

durch eine enteprechende Beihe von Konstruktionen zu 
erhalten. 

Ist femer eine der Koordinaten Xf negativ, also etwa 
der Punkt X', oder: 

X'= Xi(j + x^ii — i^s fa = 

zu ermitteln, so leiten wir X' aus X ab unter Benutzung 
bekannter Eigenschaften harmonischer Punkte. Denn sind 
wieder (Fig. 25) X^, Xg, X, die Projektionen von X auf 
die Seiten des Fun^unentaldreiecks, so bestimmen die Vei^ 
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bindungslinien X^X^ und X^X^ die Schnittpunkte Xg 
und Xi auf Ä^Ä^ und A^Ä^, deren Gleichungen werden: 



Die Identitäten 



X/zHOJgfa — ^3^3 = 

X/^iPifi — ^3^3 = 



^1 VI ~r ^2 f 2 ^3 ft == (»^2 f 2 ^3 f 3/ "T ^1 f 1 

-— (»^1 f 1 *^3 V3/ ~r ^2 f 2 

-— l*^! VI I ^2 f 2 ~r ^3 ^3) ^ «^3 f 3 

sagen dann aus, daß sich die drei Linien ÄiX(, AiXi, 
Ä^X in dem gesuchten Punkte X' begegnen. 



<5^^4- 



^i'^Jj-o 



^i'^^ä^^ 




h^ 



Fig. 26. 



Damit ist eine Eeihe von Konstruktionen angegeben, 
die sicher zu jedem Punkte mit rationalen Koordinaten 
hinführt. Wohl aber kann man in einem gegebenen Falle 
vielleicht auf einfacherem und direkterem Wege den Punkt 
erreichen. 

83. Diese „rationalen" Punkte, deren Koordinaten 
durch rationale, ganze Verhältniszahlen gegeben sind, er- 
schöpfen aber selbstverständlich die Mannigfaltigkeit der 
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Punkte einer Ebene noch nicht vollständig. So können wir 
ja z. B. den bloß quadratische Irrationalitäten enthaltenden 
Punkt 

mit Benutzung des Zirkels ohne weiteres konstruieren. Alle 
Punkte der Ebene^ in deren Koordinaten irgend eine Ir- 
rationalität eingeht, wollen wir kurz als y^i'rationale'' Punkte 
bezeichnen. Es folgt dann unmittelbar aus den eben ab- 
geleiteten Sätzen, daß solche irrationale Punkte durch die 
linearen ■ Konstruktionen des Netzes nicht zu erreichen 
sind. Wohl aber sind wir — wie jetzt bewiesen werden 
soll — im Stande, Punkte des Netzes beliebig nahe an 
solche irrationale Punkte heranzubringen. Dies kommt zum 
Ausdruck in folgendem dritten Satze: 

Wird ein Punkt X in der Ebene des Netzes 
beliebig angenommen, so sind folgende zwei Fälle 
möglich: 

a) Der Punkt X ist ein rationaler; dann gehört 
er dem Netze an und kann nach dem Früheren 
durch die linearen Konstruktionen des Netzes wirk- 
lich erreicht werden; 

b) der Punkt X ist ein irrationaler; er gehört 
dem Netze nicht an; dann können wir Punkte Y 
des Netzes finden, so daß die Entfernung XY 
kleiner wird als eine beliebig vorgegebene, noch so 
kleine Größe. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, sei X in 
Figur 26 der gegebene, 
irrationale Punkt und r 
eine beliebig kleine Größe; 
um X als Mittelpunkt 
werde mit dem Radius r 
em Kreis beschrieben, 
dann besagt der in Rede 
stehende Satz, daß in- 
nerhalb dieses Kreises 
•Punkte des Netzes an- Fig. 26. 

gegeben werden können. 

In betreflP dieses Kreises sind aber folgende Voraus- 
setzungen zulässig: 
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Einer der Fundamentalpunkte ^ etwa A^ oder 1^ = 0, 
möge außerhalb des Kreises liegen. Denn im ändert 
Falle wäre ja bereits Äg ein solcher in dem genaimtea 
Bezirke gelegener rationaler Punkt. 

Die durch Ä^ zu A^A^ gezogene Parallele schneidet 
den Kreis nicht; wäre dies der Fall, so könnte man den 
Radius entsprechend kleiner wählen. 

Von Aq aus gehen demnach an den Kreis zwei Tan- 
genten, welche in T^ und Tg der Dreiecksseite -4^^-42 be- 
gegnen. Die Gleichungen dieser Punkte seien: 

^2 = f 1 + ^2 • f 2 = 

Die Größen t^ und Tg müssen wir uns dabei als irrationale 
Zahlen vorstellen. 

Aus den primitivsten Anschauungen über Irrational- 
zahlen folgt aber schon der Satz, daß sich zwischen iigend 
zwei Irrationalzahlen immer rationale Zahlen (sogar in un- 
endlicher Zahl) einschalten lassen oder daß jede Strecke 
einer Geraden rationale Punkte enthält. Wir können folg- 
lich auch auf der Strecke T^Tg rationale Punkte angeben. 
Es sei T einer derselben, r die ihm entsprechende rationale 
Zahl zwischen t^ und T2, so daß 

T=fi + r.f2=0 

Verbinden wir T mit Ag, so wird diese Linie den 
Kreis in zwei irrationalen Punkten K^ und JE^ treffen, und 
man hat: 



Ist dann x eine rationale Zahl zwischen x^ und «2, so wird 

Y=T+X'T, = ^, + T.^, + x>Ss=0 

einen rationalen Punkt Y von der gewünschten Eigenschaft 
darstellen. 

Noch anschaulicher und für die zeichnerische Durch- 
führung praktischer ist es, statt der Punkte Gerade des 
Netzes möglichst nahe an den irrationalen * Punkt heran- 



§ 14. Das MobinMche Nets. 



137 



znbiiiigeii^ cL h. denselben, in ein kleines Dreieck oder Vier- 
eck von Netzgeraden, in eine ^asche^ des Netzes, ein- 
zuschließen.*) In der Figor 27 ist ein spezielles Netz 




Flg. 27. 



gezeichnet, von dem zwei Hauptpunkte A^ und A^ im 
unendlichen liegen und eine Reihe von Maschen bis zu 
dem beliebig angenommenen Punkt X hingeführt 

Konstruiert man unter Zugrundelegung von vier Geraden 
ein Netz, so gelten für die Geraden der Ebene analoge Sätze. 



Darstellung der Kollineation und Korrelation 

durch Netze. 

84. Ist nun zwischen zwei Ebenen e und e' eine kol- 
lineare Beziehung hergestellt und zwar in der einfachsten 
Fonn (65): ,^ /. r__ . . 

80 entspricht dem Punkte X oder 

X = iCifi + Ä;2f2 + ^3^3 ==- 
in der anderen Ebene der Punkt X' oder 



*) Solche Konstraktionen kommen zur Anwendung in der Photo- 
grammetrie, jener rein technischen Zwecken dienenden Disziplin, die 
ans zwei Perspektiven (Photographischen Bildern) einen Gegenstand 
rekonstruiert. YergL Finsterwalder: ,,Die geometrischen Ghrundlagen 
der Photogrammetrie^'. Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Ver- 
einignng. YI, 2, 1899, Seite 6. 
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Betrachten wir in jeder der beiden Ebenen die Punkte 
Ai , E bezw. Äi, E' als Hauptpunkte eines Netzes. Ist X ein 
rationaler Punkt, so haben wir die Möglichkeit^ ihn durch 
die linearen Netzkonstruktionen zu erreichen. Zu dem 
Punkte X' aber werden wir dann genau auf dem 
gleichen Wege in der anderen Ebene gelangen. Es 
entsprechen sich also solche rationale Punkte in der Kol- 
lineation, die durch Ausführung der gleichen Kon- 
struktionen in der gleichen Reihenfolge in beiden Ebenen 
erreicht werden. 

Ist andererseits X ein irrationaler Punkt, so können 
wir ihn in eine beliebig kleine Masche des Netzes ein- 
schließen. Führen wir in dem Netze der anderen Ebene 
die gleiche Reihe von Konstruktionen durch, indem wir 
lediglich die anderen Hauptpunkte benutzen, so erhalten 
wir als Ort für den entsprechenden Pimkt X' die ent- 
sprechende Masche des zweiten Netzes. Wir können also 
sagen, daß entsprechende irrationale Punkte durch die 
gleichen Grenzprozesse in beiden Netzen gegeben werden. 
Konstruieren wir dagegen in der Ebene e' das Netz 
aus vier Hauptgeraden, die wir einzeln den vier Haupt- 
punkten in der ersten Ebene zuordnen, so können wir zu 
jeder Netzkonstruktion in der ersten Ebene e eine ihr dual 
entsprechende Konstruktion im zweiten Netze von «' an- 
geben und umgekehrt. Jedem rationalen Punkte in e ent- 
spricht dann eine rationale Gerade in c', und man erkennt, 
dkß wir damit die korrelative Beziehung der beiden 
Ebenen hergestellt haben. 

Die vier Paare entsprechender Elemente, welche zur 
Festlegung einer Kollineation oder Korrelation nötig und 
hinreichend wai^en, genügen nach dieser neuen Auffassung 
gerade, um das betreffende Netz zu bestimmen. Es ergibt 
sich also: 

Die kollineare und korrelative Beziehimg zweier 
Ebenen (und allgemein zweier Grundgebilde zweiter 
Stufe) wird geometrisch vermittelt durch die lineare 
Netzkonstruktion. Die gleichen Konstruktionen 
liefern, in jedem der beiden Gebilde ausgeführt, 
entsprechende rationale Elemente und die gleichen 
Grenzprozesse in den beiden Gebilden führen zu 
entsprechenden irrationalen Elementen. 
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Die linearen Operationen im Netz stellen nichts anderes 
vor als die wiederholte Konstruktion vollständiger Vierecke 
oder Vierseite; man konstruiert also stets harmonische 
Punkte und harmonische Strahlen. Aber man ist im stände, 
dorch eine endliche Anzahl solcher harmonischer Konstruk- 
tbnen jeden rationalen Punkt zu erreichen. Irgend zwei 
entsprechende Grerade zweier kollinearen Ebenen werden 
doich die Netze projektiv aufeinander I>ezogen. Man erkennt 
daranS; wie die kollineare Beziehung der Grundgebilde zweiter 
Stufe auch eine einfache Herleitung der projektiven Beziehung 
der Grundgebilde erster Stufe in sich schließt. 



§ 15. Spezielle Fälle der kollinearen Beziehung 

zweier Ebenen. 

Affine Systeme. 

85. Bei der bis jetzt behandelten^ allgemeinen^ koUinearen 
Beziehung zweier Felder entsprachen den unendlich fernen 
Geraden einer jeden Ebene im Endlichen gelegene Gerade 
der andern Ebene, nämlich die ,,Fluchtgeraden" (78.). Wir 
erhalten dagegen eine speziellere KoUineation, wenn ynr in 
bezug auf das Unendlich-Ferne (Absolute) eine besondere 
Ann^ime machen. Diese möge darin bestehen, daß wir die 
unendlich fernen Geraden der beiden Ebenen einander zu- 
weisen. Fallen wieder die Seiten a^ bezw. a^ der Funda- 
Dientaldreiecke ins Unendliche (24.), so müssen unter dieser 
neuen Voraussetzung die Gleichungen dieser Kollineation 
werden: 

Q X{ = «21 Ä?! + «22 ^2 + 0^23 ^3 
QX^ = «33^8 

Führen wir dafür schiefwinklige Koordinaten ein, so nehmen 
diese Relationen die Form an: 



^1 _ %1_ ^ , ^12_ ^ , 

X^ «83 ^3 «33 -^3 «3c 



«13 



^ «21 ^ , «22^ X^ «2^ 

X^ «33 ^3 «33 ^3 «33 
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oder ' , 1. , "^ 

y'-^a^x + \y + c^ ^ 

Dabei beziehen sich x, y sowie x\ y' je auf ein schief winkliges /C 
Koordinatensystem (Fig. 9) mit beliebigem AchsenwinkeLf ^ 
Um zimachst wieder die sämtlichen Formeln zusammei 
stellen, lösen wir die Gleichungen (1) nach x und y 
und erhalten: 

y = Ä^x'+B^y'+C^ 
wobei 

^ «1 62— «2*1' ^ «162— «2*1' ^ «1*9— «8*1 

^ a^h — a^\' ^ aifeg — «2*1' * «162— o^fti 
Femer erhält man für die Linienkoordinaten: 

_ a^u' -\- «2 v' 

1; = i 1 f 

Cj u'+ C2V' — 1 

C,t*+C2t;-1 

Ciw+ (72^—1 

Diese spezielle Art der Kollineation wird als „Affinität" be- 
zeichnet, die Ebenen heißen „affin" aufeinander bezogen. 
In den obigen Systemen von Gleichungen ist zu beachten, 
daß in den Formeln für die Punktkoordinaten (1) und (2) 
kein Nenner auftritt, während ein solcher bei den Aus- 
drücken für die Linien koordinaten (3) und (4) vorhanden 
ist. Umgekehrt müssen offenbar die Transformations- 
gleichungen in den Punktkoordinaten durch ganze, lineare 
Funktionen gegeben werden, wenn jedem unendlich fernen 
Punkt wieder ein unendlich femer Punkt entsprechen soU. 
Es folgt also: 



r 
\ 
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Die affine Beziehung zweier Ebenen wird durch 
eine lineare, ganze Substitution in den gewöhn- 
lichen Pnnktkoordinaten dargestellt 

Die Gleichungen (1) können noch eine einfachere Gestalt 
annehmen, wenn die beiden Koordinatensysteme passend ge- 
irahlt werden. Verlegen wir die Koordinatcnanfangc in 
entsprechende Punkte der affinen Felder, so muß für o; = 0, 
y = auch x^^'O, y' = werden: die Gleichungen werden 
demnach 

x'^a^x + b^y 

Nehmen wir femer an, daß der X-Achse (y = 0) die X'- Achse 
(y'= 0) entspricht, so muß «2 = sein imd wenn in gleicher 
Weise auch die Y- und F'- Achse einander zugewiesen sind, 
80 gewinnen wir für die affine Beziehung folgende einfachste 
Form der Darstellung: 

(6) x'= a • X y'=h • y 

Dabei beziehen sich die Koordinaten auf zw^ei beliebige 
schiefwinklige Koordinatensysteme. Wir könnten übrigens 
auch zwei rechtwinklige Achsenkreuze benutzen. Denn 
die Strahlenbüschel in entsprechenden Punkten affiner Ebenen 
sind ja auch projektiv und in zwei projektiven Strahlen- 
büscheln gibt es immer ein Paar entsprechender rechter 
Winkel. 

86. Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung der geo- 
metrischen Eigenschaften affiner Systeme. Zu ihrer Bestim- 
mung genügt offenbar die Angabe von drei Paaren ent- 
sprechender Geraden a, 6, c, a% 6', c', zu denen als viertes 
Paar die beiden unendlich fernen Geraden der Ebenen 
hinzutreten. Dann sind auch die Ecken dieser beiden Drei- 
ecke einander zugewiesen und in diesem Sinne kann man 
also auch drei Punktpaare beliebig annehmen. 

Die beiden unendlich fernen Geraden der affinen Felder 
tragen als entsprechende Gebilde projektive Punktreihen d. h. 
jedem unendlich fernen Punkte entspricht wieder ein un- 
endlich femer oder jeder Richtung wieder eine Richtung. 
Wir drücken dies aus durch den Satz: 



142 V. Die projektiven Transformationen auf yerschiedenen Tr&gern. 



In affinen Ebenen entspricht einem Büschel von 
Parallelstrahlen wieder ein dazu projektiver ParaUel- 
strahlenbüschel. 

Die Punktreihen auf irgend zwei einander entsprechenden 
Geraden der affinen Felder sind infolgedessen ähnlich. 

Durchläuft ein Punkt in der einen Ebene eine voll- 
ständig im Endlichen gelegene Kurve, so kann auch die 
Bahn des entsprechenden Punktes nicht ins Unendliche 
gehen, muß also ebenfalls ganz im Endlichen verlaufen. 
Einer Ellipse z. B. entspricht also wieder eine Ellipse oder 
gegebenen Falles etwa ein Kreis, einer Hyperbel oder Parabel 
wieder eine solche Kurve. 

Begrenzt eine geschlossene Kurve in dem einen Felde 
einen Flächeninhalt, so gilt das Gleiche von der ebenfalls 
geschlossenen Kurve im anderen Felde. Solche entsprechende 
Flächeninhalte stehen, wie jetzt gezeigt werden soll, in 
einem unveränderlichen Verhältnis. 

Zu diesem Zwecke sei zunächst ein Dreieck P^ Pg JP, 
in der einen Ebene beliebig angenommen, P(PiPi möge 
das entsprechende Dreieck in der andern Ebene sein. Die 
Koordinaten der Ecken bezeichnen wir bezw. mit x^y y^y 
X2,yi, ^B> Vz ^^nd x(y yly xiy yiy xiy yiy wobei 



X\ = (X X\ 

y( = 'byl 



xi = a Xi 



xi = ax^ 

yi='by% 



Nach bekannten Formeln ist dann 



2ziPiP2P3 = 8ina 



und 



2zlPi'P2'P3'=sina 



^1 yi 

x^ 2/2 

^1' yi 

^s yi 



= a6 • sina' 



X, 



JUa 



X. 



8 



Vi 
Vi 



1 
1 



y» 1 
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Dabei bedeuten a und a' die Winkel der betiefienden Ko- 
ordinatenachsen. Durch Division folgt: 

AP^PgPg _ sin a 

A P(Pi Fi " ab ~sin~^' 

Die rechte Seite enthält die Koordinaten der betrachteten 
Punkte überhaupt nicht mehr, sondern bloß die Konstanten, 
die durch die Wahl der beiden Koordinatensysteme be- 
dingt waren. Das Verhältnis der beiden Dreiecksinhalte 
mu£ aber unabhängig sein von der Lage der beiden Ko- 
ordinatensysteme^ also ist der Ausdruck: 

sina 



a&sin a' 



überhaupt eine Konstante c und hat den gleichen Wert, 
wenn man ihn für irgend zwei entsprechende Punkte und 0' 
und entsprechende Gerade der affinen Ebenen bildet. 

Auch eine rein geometrische Deutung der Konstanten c 
läßt sich in folgender Weise gewinnen. Tragen wir von 
aus auf der X- und !F- Achse je die Streckeneinheit ab, so 
erhalten wir die Punkte Xq und Yq. Dem Dreieck OX^ Yq 
entspricht dann ein Dreieck 0' X^ Yq mit den Seiten a und 6. 
Die Konstante c gibt das Verhältnis der Flächeninhalte 
dieser beiden Dreiecke und es ist: 

_ AOXq Yq _ AP^P^P^ 

^ ~ A O'Xo' Yi A PiPiPi 

Man ist aber im stände, diese Eigenschaft affiner Ebenen 
noch weit allgemeiner auszusprechen. 

Denken wir uns irgend eine geschlossene Kurve in der 
einen Ebene, welche einen Flächeninhalt f begrenzt (z. B. 
in Fig. 28 den durch gehenden Kreis) und es sei f' der 
von der entsprechenden Kurve begrenzte Flächeninhalt; 
in der Figur ist diese Kurve eine Ellipse. 

Der Inhalt f wird dargestellt durch eine Summe oder 
das Integral 

f-fdf 

wobei df des Differential der Fläche /, also als ein unend- 
lich kleines Dreieck betrachtet werden darf. Es ist aber auch 

df^cdf 
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wenn df das Differential der Fläche fy mithin überhaupt 

d. h. in affinen Feldern stehen die Flächeninhalte, die von 
entsprechenden Kurven begrenzt werden, in konstantem Ver- 
hältnis. 




Fig. 28. 



In der Fig. 28 ist die Ellipse gezeichnet, in welche 
durch die affine Verwandtschaft 



X =x 



der im ersten System gezeichnete Kreis transformiert wird. 

Dagegen stehen zwei beliebige, entsprechende Strecken 

affiner Felder in einem Verhältnis, das noch von der 
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Lage der sie tragenden Geraden d. h. von deren Rich- 
tungen abhängt. Für die X- und X'- Achse z. B. hat das 
Verhältnis zugeordneter Strecken den Wert a. N(»hmen 
wir aber irgend eine Strecke PQ, welche parallel der A'-Achse 
verlauft, so ist die entsprechende Strecke P'(^' parallel der 
Z'-Achie. Zieht man durch die Endpunkte P und V I**- 
rallele zur F-Achse, so entsprechen ihnen die Parallelen 
durch P' und Q^ zur F'-Achse und man erkennt leicht, 
daß auch 

P'Q'=aPQ 

Für jede Parallele zur X-Achse ist also das Verhältnis 
entsprechender Strecken ebenfalls =a. Da die X- und 
X'- Achse als irgend zwei entsprechende Gerade der affinen 
Ebenen betrachtet werden dürfen, so gilt dieser Satz für 
jedes Büschel von Parallelstrahlen, d. h.: 

In affinen Ebenen stehen Strecken ^ die auf pa- 
rallelen Geraden liegen, zu den ihnen entsprechenden 
Strecken in gleichem Verhältnis, das für alle Strahlen 
des Parallelstrahlenbüschels das nämliche bleibt. 
Zu zwei einander entsprechenden Richtungen gehört 
je ein Wert dieses Verhältnisses. 



Gleichheit und Ähnlichkeit ebener Systeme. 

87. Die Konstante c, welche das Verhältnis ent- 
sprechender Flächeninhalte in affinen Feldern gab, kann 
speziell auch den Wert 1 annehmen, wenn nämlich 

sina 



a& sina' 



= 1 



Dann sind entsprechende Figuren flächengleich und dies 
gilt auch noch für die kleinsten Teile und für jede Zer- 
legung, während die flächengleichen Figuren der Elementar- 
geometrie in gleicher Weise zerlegt, nicht wieder in flächen- 
gleiche Teüe zu zerfallen brauchen. Solche Systeme heißen 
„affin-gleich" und wir erhalten dieselben, wenn wir die 
zur Bestimmung der Affinität nötigen Dreiecke AB C imd 
A^ JB' C' als flächengleich voraussetzen, so daß also 

AABC=AA'B'C' 

Doehlemaniiy Geometrische Transformationen. 10 
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Endlich können wir fragen, ob es affine Felder gibt, in denen }i 
nicht nur die Flächeninhalte entsprechender Figuren, sondern 5 
auch entsprechende Strecken in einem vom Orte unab- 
hängigen, konstanten Verhältnis stehen. Dann ist jedenfalls 

a = b 

Irgend zwei entsprechende Dreiecke müssen ähnlich sein, 
so daß zwei beliebige Gerade und ihre entsprechenden den 
gleichen Winkel einschließen. Mit Zugrundelegung zweier ~ 
rechtwinkligen Koordinatensysteme werden solche Felder 
dargestellt durch die Gleichungen: 

(7) x'=ax y'=o,y 

Die Systeme heißen „ähnlich'^: sie sind nur dem Maßstab 
nach verschieden. Entsprechende Strecken stehen im Ver- 
hältnis a, entsprechende Flächen im Verhältnis a^. 
Nehmen wir a = 1, so geben die Formeln: 

(8) x'=x y'=y 

kongruente (identische) Systeme. 

88. Es erübrigt noch anzugeben, von welcher Mannig — 
faltigkeit diese Verwandtschaften im Einzelnen sind. Di^ 
Gleichungen (1) der Affinität (85.) enthalten sechs wesentlicli.^ 
Konstanten, so daß die Mannigfaltigkeit der affinen Bo* 
Ziehungen eine sechsfach unendliche ist. Geometrisch erkennt 
man dies aus dem Umstände, daß zwei affine Felder duroli 
drei Paare entsprechender Geraden bestimmt waren, I>ie 
Angabe eines Paares entsprechender Elemente (Punkte oier 
Gerade) zählt aber für zwei Bedingungen. Für aflSn-gleiolie 
Ebenen tritt noch eine weitere Bedingung hinzu, die Mannig- 
faltigkeit ist eine fünffach unendliche. In der Tat können 
wir das eine Dreieck AB (7 ganz, und von dem entsprechen- 
den Dreieck zwei Punkte A' und B' nach Belieben ab- 
nehmen; die Ecke (7' muß dann, wegen der Gleichheit der 
Dreiecke, auf einer Parallelen zu A' B' ihren Platz finden. 
Bei ähnlichen Systemen genügt die Angabe von zwei Paaren 
entsprechender Punkte, um auch konstruktiv zu jedem dritten 
Punkte den entsprechenden festzulegen. Gibt man sich in 
kongruenten Systemen ein Paar entsprechender Punkte, 
so muß der einem zweiten Punkte entsprechende auf einem 
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Kreise angenommen werden. Demnach finden wir folgende 
Zusammenstellung: zwischen zwei ebenen Systemen gibt es 

oo^ allgemeine Kollineationen oder Korrelationen; 
cx)^ Affinitäten; 

cx>*^ Affi'^'g^^^^^® Beziehungen; 

cx>* Ähnlichkeiten; 

oo^ Kongruente Beziehungen. 

89. Aus dem Strahlenbündel lassen sich die speziellen 
Falle der Kollineation ableiten , wenn man entweder den 
Mittelpunkt des Bündels oder die Schnittlinie der beiden 
Ebenen in besonderer Weise wählt. So schneidet ein Pa- 
rallelstrahlenbündel aus zwei beliebigen Ebenen a£Bne Systeme 
aas^ die sich überdies in perspektiver Lage befinden. Nimmt 
man die Ebenen auseinander^ ohne die Zuordnung der Ele- 
mente zu ändern, so hat man zwei Ebenen in affiner Be- 
Ziehung. Doch könnte man daraus nicht die Affinität defi- 
nieren. Denn man zeigt leicht, daß sich zwei nach unserer 
allgemeinen Definition affin aufeinander bezogene Felder 
nicht immer auch umgekehrt in perspektive Lage bringen 
lassen. 

Projiziert man insonderheit ein ebenes System orthogonal 
in eine andere Ebene, so erhält man affine Felder, wie sie 
in der darsteUenden Geometrie häufig auftreten. Das Ver- 
hältnis der Flächeninhalte entsprechender Figuren wird dann 
durch den Kosinus des Neigungswinkels der beiden Ebenen 
ausgedrückt. 

Ähnliche Felder ergeben eich z. B. als Schnitte zweier 
parallelen Ebenen mit einem Strahlenbündel, sie gehen 
in kongruente über, wenn der Mittelpunkt des Bündels 
unendlich fem angenommen wird u. s. f. 

Ahnliche und kongruente Systeme lassen sich immer 
in Perspektive Lage bringen. 



Die kollineare Beziehung in der Umgebung 

entsprechender Punkte. 

90. Ist eine kollineare Beziehung gegeben durch die 
Gleichungen '(16) von 78., so wollen wir jetzt nicht di^ 
beiden Felder in ihrer ganzen Ausdehnung ins Auge fasfif' 

10* 
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sondern uns auf zwei einander entsprechende Punkte {Xy y)y 
{x% y') und auf deren nächste Nachbarschaft beschränken. 
Ein dem Punkte (a?, y) benachbarter Punkt hat die Koordi- 
naten X -{- dXf y -\- dy und es wird ihm ein Punkt x' -{-dx^ 
y' -f dy' entsprechen, so daß zwischen den Inkrementen dXy dy^ 
dx'ydy' die Beziehungen bestehen 

^,^ (%a;+&3y+g3) (a^(kc^\dy) — {a^x^\y-\rC^{fl^d^^rhäiJ) 

{a^x+l^y+c^){a^dx+\dy) — {a^X'^\y+c^){a^dx+l^d^ 

{a^x + \y + c^y 



dy'= 



Setzen wir dx=i, dy^rj, dx' = i\ dy' = rj', so nehmen 
diese Gleichungen die Form an: 

Dabei sind die Größen A und B Funktionen von o;, 
yy welche also für die Betrachtung der beiden kleinen 
Gebiete denselben Wert beibehalten. Wir haben denmach 
eine Transformation vor uns, wie sie in 85. durch die 
Relationen (5) charakterisiert wurde, d. h. eine Affinität, so 
daß daraus folgt: 

Beschränken wir uns in einer KoUineation auf 
die nächste (unendlich kleine) Umgebung zweier 
Punkte, so kann die kollineare Beziehung in 
diesen kleinen Gebieten durch eine Affinität ersetzt 
werden. 

Wenn wir also durch die Netzkonstruktion (83.) zwei 
schon kleine, einander entsprechende, etwa dreieckige Maschen 
konstruiert haben, so können wir innerhalb dieser Maschen 
statt der KoUineation die Affinität benutzen, welche durch 
die beiden Dreiecke bestimmt wird. 

Wir fugen hier noch folgende allgemeine Bemerkung 
bei. Ist überhaupt eine Punkttransformation zwischen zwei 
Ebenen gegeben: 

,gv x'=(p{xy) 

x'=^yj (xy) 
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80 werden wir im allgemeinen annehmen^ daß die 9' und y* 
dfereDzierbare Fmiktionen ihrer Argumente sind: wir können 

folglich bilden : 

^ dx dl/ ^ 

und 

dy^ dx dy dx 

dx' d(p B(p dy 

dx dy dx 

Halten wir wieder einen Punkt (Xy y) und den ihm 
entsprechenden (a;' y^ fest, so sind die partiellen Ableitungen 

Konstante, die -^ und -~ bestinunen Richtungen durch 

diese Punkte. Da die letzte Beziehung aber eine bilineare 
ist, so folgt: 

Bei einer jeden durch differenzierbare Gleichmigen (9) 
gegebenen Punkttransformation bilden entsprechende Rich- 
tongen in entsprechenden Punkten projektive Strahlen- 



Ferner können wird das frühere Resultat von 68. jetzt 
floch schärfer formulieren wie folgt: 

Jede durch dif f enzierbare Gleichungen gegebene Punkt- 
öunsformation zwischen zwei Ebenen, welche Gerade in 
Gerade überfahrt, ist eine KoUineation. 

Ein Analogon zur AfSnität kann man in der Geometrie 
des Bündels nicht angeben. Denn im Bündel existiert keine 
Ebene, die zum Absoluten in einer solchen Beziehung steht 
wie die unendlich ferne Gerade eines Feldes. Dagegen 
können zwei Bündel zur imendlich fernen Ebene perspektiv 
liegen: entsprechende Strahlen und Ebenen derselben laufen 
iann parallel und die Bündel lassen sich durch eine Parallel- 
rerschiebung zur Deckung bringen. Sie sind also „kongruent". 
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VI. Kapitel. 

Die projektiven Transformationen anf dem 

gleichen Träger. 

§ 16. Die kollineare Beziehimg: der Ornndgebilde 
zweiter Stufe anf sich selbst. 

Übersicht der möiglichen Fälle. 

91. Die Träger zweier kollinear aufeinander bezogener 
Grundgebilde zweiter Stufe können auch zusammenfallen: 
dann wird das Grundgebilde z. B. das ebene Feld kollinear 
in sich selbst transformiert. Die Koordinaten Xi und sfi 
entsprechender Punkte P und P' der gewissermaßen doppelt 
zu denkenden Ebene beziehen sich entweder auf zwei ver- 
schiedene Koordinatensysteme oder auf das gleiche. Im 
ersten Falle ist diese KoUineation darstellbar sowohl durch 
die allgemeinen Gleichungen (7) von 68. als auch durch die 
speziellen Gleichungen (2) von 65. Legt man dagegen nur 
ein Koordinatensystem für die Xi und xi zu Grunde, so geben 
lediglich die Gleichungen (7) eine wirkliche kollineare Trans- 
formation. Denn die Gleichungen (2) ordnen unter dieser 
Voraussetzung jedem Punkte P den gleichen Pimkt als P' 
zu, so daß die kollinearen Systeme in identische über- 
gehen. Dadurch werden wir veranlaßt, zu untersuchen, ob 
es in kollinearen System auf dem gleichen Träger einzelne 
Elemente gibt, die sich mit den ihnen entsprechenden ver- 
einigen. Dieselben mögen als Doppelelemente bezeichnet 
werden. Bei kollinearen Systemen der gleichen Ebene sind 
also Doppelpunkte und Doppelgerade denkbar. 

Aus der obigen Überlegung folgt aber ohne weiteres: 

Haben zwei kollineare Systeme in der gleichen 
Ebene vier Punkte oder vier Gerade, welche sich 
in allgemeiner Lage befinden, entsprechend gemein, 
so sind die beiden Systeme identisch, d. h. jedes 
Element liegt mit dem entsprechenden vereinigt. 

In der Tat steht es uns ja frei, diese vier Punkte 
oder Geraden als Koordinatensystem zu benutzen und die 
kollinearen Felder durch die Gleichungen (2) darzustellen. 
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Demnach kann die Zahl der möglichen DoppclelomeDte 
in kollinearen Systemen 0^ l, 2 oder 3 sein. Wie man die- 
selben ermitteln kann, soll folgende geometrische Kon- 
struktion der Doppelpunkte kollinearer Felder zeigen. 

Sind L und U zwei entsprechende Punkte zweier kolli- 
nearen, der gleichen Ebene angehörenden Systeme, so ent- 
spricht jeder Geraden durch L eine solche durch L\ d. li. 
dfie Punkte L und U tragen projektive Strahlonbüschel. 
Bringt man jeden Strahl mit dem entsprechenden zum Schnitt, 
so erRillen alle diese Punkte einen Kegelschnitt, der durch 
L und L' hindurchgeht und kurz mit [LL'\ bezeichnet 
werden möge. Irgend zwei andere entsprechende Punkte J/, 
Jf' erzeugen in der gleichen Weise einen Kegelschnitt 
fJlfJtf' j. Dem Verbindungsstrahl LM entspricht die Vor- 
bindungsgerade h' M.' und durch den Schnittpunkt V dieser 
beiden Geraden gehen die beiden Kegelschnitte hindurch. 
Ist nun aber X ein weiterer, nicht mit TJ identischer 
Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte \LIj'\ und \MM% 
so entsprechen den Strahlen LX, JlfX in der Kollineation 
die Strahlen i'X, Jf' X und folglich entspricht auch dem 
Schnittpunkt der erstgenannten Strahlen der des zweiten 
Strahlenpaares oder m. a. W. der Punkt X entspricht sich 
selbst, ist ein Doppelpunkt der kollinearen Felder. 

Da die beiden Kegelschnitte \LV\ und \MM^\ sich 
außer in TJ noch in drei Punkten schneiden, so haben wir 
damit die Doppelpunkte der Systeme konstruiert. 

Daß endlich die Maximalzahl von drei getrennt liegenden, 
reellen Doppelpunkten auch wirklich erreicht wird, zeigen 
wir, indem wir von diesen Doppelpunkten ausgehend eine 
Kollineation bestimmen. 

92. Durch die Angabe von vier Paaren entsprechender 
Punkte war (67.) eine Kollineation eindeutig bestimmt: es 
hindert uns nichts, A mit A'y JB mit B^, C mit C zusammen- 
fallen zu lassen, während D und D' beliebig angenommen 
werden. Dann ist (Fig. 29) das Netz AB CD und ebenso 
das Netz A^B' CD' und damit auch die Kollineation voll- 
ständig festgelegt. Jeder der drei Doppelpunkte, z. B. A 
erseheint als Träger eines Strahlenbüschels, der Mittelpunkt 
A' des entsprechenden Strahlenbüschels fällt wieder nach 
A. Die Doppelstrahlen dieser projektiven Strahlenbüschel 
sind die Strahlen von A nach B und nach C, imd in ihnen 
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erkennt man gleichzeitig zwei Doppelgerade der Verwandt- • 
Schaft. Durch jeden Doppelpunkt gehen zwei Doppelgerade 
und jede Doppelgerade verbindet zwei Doppelpunkte. Granz 
in der gleichen Weise trägt jede Doppelgerade projektive 
Punktreihen, als deren Doppelpunkte die Doppelpunkte der 
KoUineation auftreten. Das von den Doppelpunkten gebildete 
Dreieck ABC heißt das Hauptdreieck der Kollineation. 
Beziehen wir auf dasselbe imd auf einen beliebigen 
Einheitspunkt sowohl die Xi als auch die a;/, so wird die 
kollineare Beziehung gegeben durch die Gleichungen 

(1) Qxi==anXi Qxi = ai2Xi Q^B=ctss^3 

Projiziert man irgend zwei entsprechende Punkte P, P' 
der beiden Felder (wie z. B. die Punkte D, D' der Fig. 29) 
aus den Ecken des Hauptdreieckes auf dessen Seiten, so 
erhält man in dessen Ecken und auf den Seiten Projektivi- 







Fig. 29. 



täten, die bezw. durch die Konstanten j^, j^, jg charakterisiert 
sein mögen. TriflFt femer die Verbindungslinie PP' in A, 
B, C die Dreiecksseiten (in Fig. 29 ist D mit D' ver- 
bunden), so gelten die Beziehungen 



Ä=(BCPiPi') = (CBPP') = 



«99 



«SS 

(2) j, = (CAPi Pi) = (A C PP') = ' 



^33 



«11 
i3=(^5P3P30 = (BAPP0 = 



«11 



«22 
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Dies folgt ans den Gleiehm^en (li von 16., wonach 

tsowie aus Gleichung (10) von 5. 

Die drei Zahlen Jj^, j^y j^ heißen die Invarianten der 
Kollineation; zwischen ihnen besteht der Zusammenhang 

(3) jihjs = 1 

Zwei derselben sind beliebig wählbar; sie bestimmen in 
Verbindung mit dem Hauptdreieck die ganze Beziehung. 
Dies zeigt auch ein Vergleich mit Fig. 5. 

93. Halten wir in Fig. 29 A, B, C sowie D fest, 

während D' sich über die Ebene hinbewegt, so entspricht 

jeder Lage von D' eine bestimmte Kollineation. Es steht 

nun nichts im Wege, D' auf einer der drei Linien I) A, 

DBy DC z, 3. auf D C anzunehmen. Dann erhält aber der 

Strahlenbüschel C drei Doppelstrahlen, da jetzt auch J)C 

imt dem entsprechenden Strahle D^C vereinigt ist: mithin 

muß jeder Strahl dieses Büschels mit dem ihm ont8prechend(»n 

sich decken. Eine unmittelbare Folge davon ist, daß auch 

jeder Punkt der Doppelgeraden A B mit seinem ent8pro(5lK»n- 

den zusammenfällt. Es treten also unendlich viele Doppc^l- 

punkte, die eine Gerade {AB) erfüllen, und gleichzciltig 

unendlich viele Doppelstrahlen, welche einen BÜHchel 

C bilden, in der Kollineation auf. Die bei ein(;r kollinc^arcn 

Beziehung auf dem gleichen Träger möglichen Fälle luHHen 

sich demnach wie folgt unterscheiden: 

a) Doppelelemente treten nur in endli<jher Zahl (din- 
kret) anf ; 

b) Es gibt unendlich viele Doppelel^fmeiiU', wohUt* 
zwei Grundgebilde ernt^'t Stufe effülleii. 

Nachdem auf diese Wei^e georrKdiriH'^li ein l'AftnhlU'M 
über die möglichen Fälle gewonnen i*?t, wollen wir di/'Mfll/<'n 
aus den allgemeinen Formeln der kolline^ren 'l'rauHfonfmiiofi 
ableiten. 
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Die Kollineation mit einer endlichen Zahl von 

Doppelelementen. 

94. Beziehen sich die Koordinaten Xi und xi auf das 
gleiche Koordinatensystem und ist eine Kollineation gegeben 
durch die Gleichungen 

QXi = ClfjiOl^i + %2'^2 "T ^3^3 

(4) ^^^2'= «21^1 + 0^22^2 + «28^3 

Q Xz = %i^i + ^32*^2 I %3*^3 

SO gilt für einen Doppelpunkt die Beziehung 

X/ = jbt Xi 

Führen wir diese Werte in die Gleichungen (4) ein, so 
erhalten wir, wenn für ^ ^ wieder q geschrieben wird 

(«11 — ö)^ + «12^2 + «13^:3 = 

(5) a^iX^ + («22 —Q)^2+ 0^23^3 = 

«31^1 + «32^2 + («33 — Q)^3 = 

Diese drei homogenen Gleichungen liefern für die Xi eine 
endliche Zahl von Werten immer und nur, wenn die Deter- 
minante des Systems verschwindet, d. h. wenn man hat 



a 



11 



a 



12 



a 



13 



a 



21 



a 



31 



«22 Q «23 

«32 «33 Q 



= 



Entwickelt man dieselbe nach Potenzen von q, 
resultiert für q die Gleichung dritten Grades 



so 



(6) 
Dabei ist 



A = («11 + «22 + «33) 

^2 = «11 + «22 + «33 

«11 «12 «13 



A = 



a 



21 



a 



22 



a 



28 



«31 «32 «1 



33 
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Die a,jfc sind wieder die Unterdeterminanten, welche in 
der Determinante der Substitution zu den a^ gehören. 

Jede Wurzel der Gleichung (6) liefert in das System 
der Gleichungen (5) eingesetzt einen Doppelpunkt der Kolli- 
neation, der reell oder imaginär sein wird, je nachdem die 
Wurzel reell oder imaginär ist. Nehmen wir also an, daß 
die Gleichung (6) drei reelle Wurzeln q^, q^, q^ besitzt, so 
ergeben sich dementsprechend drei Doppelpunkte X^, X^yX^. 

95. Um femer die Doppelgeraden der koUinearen Be- 
ziehung zu ermitteln, gehen wir aus von der transponierten 
Substitution (68.): 

eil = aiifi'+ «21I2 + «ails' 

(7) e f 2 = «12 Si + «22 12' + «32 Ss 

QSs = 0^13 |i'+ a-izSi + 0^38 13' 

Aus der Bedingung 

ergibt sich dann genau die nämliche Gleichung (6). Die 
drei Wurzeln q^, q^j q^, derselben bestimmen also, wenn sie 
alle drei reell sind, auch drei Doppelgerade x^, x^y x^. Die 
Lagenbeziehung der drei Doppelpunkte und drei Doppel- 
geraden ist leicht aufzuklären: Berechnet man zu einem 
Wurzelwerte q^ ans dem System (5) den zugehörigen Doppel- 
punkt X^, sowie zu einer Wurzel Q2 aus dem entsprechenden 
System in Linienkoordinaten die zugeordnete Doppelgerade x^ , 
so finden wir durch Multiplikation der Gleichungen (5) mit 
fi> ^2 9 I3 ^^^ ^^^ anderen Gleichungen mit — Xj^, — x^j 
— x^ sofort 

{Q2—Q1) {^ih + ^2^2 + ^sfs) = 

Wenn folglich 

^1 + Q2 

so wird der zweite Faktor verschwinden, d. h. X^ liegt auf 
3^2. Je zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Doppel- 
elemente liegen mithin in einander, X2 enthält X^ und X^ 
u. s. f. Je zwei Doppelelemente, die aus gleichen Wurzel- 
werten hervorgehen, liegen aus einander. Damit haben wir 
wieder das Qauptdireieck X^ X^ X^ mit den diesen Ecken 
gegenüberliegenden Seiten a^, X2, x^ abgeleitet. Wird das- 
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selbe als Koordinatendreieck gewählt, so kommen wir auf 
die frühere Darstellung durch die Gleichungen (1) von 92, 
zurück. 

Nun brauchen allerdings nicht alle drei Wurzeln der 
Gleichung (6) reell zu sein: eine reelle aber ist stets vor- 
handen. Es folgt daraus, daß bei einer Kollineation 
ein Doppelpunkt und eine nicht durch ihn gehende 
Doppelgerade unter allen Umständen reell existieren« 

Sind die beiden übrigen Wurzeln der Gleichung (6) 
imaginär, so gehen durch den einen reellen Doppelpunkt 
zwei imaginäre Doppelgerade und die eine reelle Doppel- 
gerade trägt zwei weitere imaginäre Doppelpunkte. Dies 
sind wieder die Doppelelemente der in den betreffenden 
Gebilden liegenden Projektivitäten. 

Als ein spezieller Fall wird es zu betrachten sein, wenn 
z. B. zwei reelle Ecken des Hauptdreiecks und damit auch 
die zwei Doppelgeraden durch die gegenüberliegende Ecke 
zusammenfallen. Darauf soll nicht weiter eingegangen werden. 



Affine, ähnliche, kongruente Systeme. 

96. Trägt eine Ebene affine Systeme, so wird die 
unendlich ferne Gerade derselben in sich übergeführt, also 
fallen jedenfalls zwei Doppelpunkte ins Unendliche. Der 
unendlich fernen Doppelgeraden ist femer ein im Endlichen 
gelegener Doppelpunkt zugeordnet. 

Derselbe läßt sich durch lineare Konstruktionen er- 
mitteln, indem wir die Eigenschaft affiner Felder benutzen, 
einem Parallelstrahlenbüschel wieder einen dazu projektiven 
Parallelstrahlenbüschel zuzuordnen. Beide Büschel habeiL 
aber die Verbindimgslinie. der Mittelpunkte, nämlich di© 
unendlich ferne Gerade, entsprechend gemein, sind also über- 
dies perspektiv, so daß entsprechende Strahlen sich auf 
einer Geraden, der Perspektivitätsachse, begegnen. Kon- 
struiert man aber für zwei Paare entsprechender Parallel- 
strahlenbüschel diese Achsen, so ist ihr Schnittpunkt, wie 
man sofort erkennt, der im Endlichen gelegene Doppelpunkt 
der affinen Systeme. (Vergl. auch 91.) 

Sind diese durch die Dreiecke ABC und A'B'C 
bestiount, so entspricht dem Strahle BC der Strahl B' C 
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und der Parallelen durch A zn BC ist zugeordnet die 
Parallele durch A^ zu B^ C\ Damit laßt sich die Perspek- 
tivitatsachse zeichnen, welche zu den Richtungen BC und 
jB'(7' gehört. Die gegebenen Dreiecke liefern demnach drei 
solche Achsen, als deren gemeinsamer Schnittpunkt sich 
der im Endlichen gelegene Doppelpunkt der affinen Systeme 
ergibt. Die durch nach den unendlich fernen Doppel- 
punkten laufenden Doppelgeraden können wie die ersteren 
reell oder imaginär sein. 

Sollen die Systeme ähnlich sein, so müssen wir von 
zwei ähnlichen Dreiecken ABC und A^B^ C ausgehen. 
Durch die Eeihenfolge ABC bezw. A^B'C werden zwei 
Drehimgssinne in der Ebene festgelegt. Die Systeme heißen 
gleichsinnig ähnlich, wenn diese Sinne übereiustimmen 
(Fig. 30), dagegen ungleichsinnig ähnlich, wenn beide 
Sione entgegengesetzt gerichtet sind (Fig. 31). 
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Fig. so. 



Fig. 31. 



Im ersten Falle tragen entsprechende Punkte der beiden 
Felder projektive Strahlenbüschel, die im gleichen Sinne 
laufen imd kongruent sind, da ja irgend zwei Gerade den 
gleichen Winkel einschließen wie die entsprechenden. 

In Fig. 30 ist nach der oben angegebenen Methode 
der im Endlichen gelegene Doppelpunkt der gleichsinnig 
ähnlichen Systeme gezeichnet. Die in vereinigten projek- 
tiven, gleichlaufenden, kongruenten Strahlenbüschel liefern 
als Doppelstrahlen nach 57., die Linien nach den imaginären 
Kreispunkten; es folgt also: 
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Gleichsinnig -ähnKche Systeme in einer Ebene 
besitzen einen im Endlichen gelegenen reellen Doppel- 
punkt und als reelle Doppelgerade die unendlich 
ferne Gerade. Die übrigen, imaginären, Doppel- 
elemente sind die unendlich fernen Kreispunkte und 
die von dem reellen Doppelpunkt aus nach ihnen 
gehenden Geraden. 

Der Punkt bildet mit entsprechenden Punkten der 
Ebenen ähnliche Figuren, so daß z. B. 

AOäBcoAOA'B' u. s. f. 

Eine Drehung um den Winkel AOA^ bringt das eine 
System in Perspektive Lage zu dem zweiten. 

Sind die Systeme ungleichsinnig ähnlich (Fig. 31), 
so läßt sich der Doppelpunkt auf die gleiche Weise kon- 
struieren. Die in ihm vereinigten kongruenten Strahlen- 
büschel laufen jetzt aber nach entgegengesetzten Richtungen 
und liefern also zwei reelle, auf einander senkrechte Doppel- 
strahlen m und n. In diesem Falle gehen durch den im 
Endlichen gelegenen Doppelpunkt stets zwei reelle Doppel- 
gerade, welche im Verein mit der unendlich fernen Geraden 
das Hauptdreieck bilden. 

Zeichnet man sich kongruente Dreiecke ABC und 
A^B'C^, so werden die dadurch bestimmten Systeme kon- 
gruent und sie können wieder gleichsinnig oder ungleich- 
sinnig sein. 

Bei der ersten Voraussetzung (Fig. 32) läßt sich der 
eine reeUe Doppelpunkt wieder auf die gleiche Art kon- 
struieren. Derselbe ist aber überdies der gemeinsame 
Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten, die man auf den 
Strecken AA', BB% CC u. s. f . errichten kann. Eine 
Drehung um den Winkel AOA' bringt die Systeme zur 
Deckung. 

Sind ungleichsinnig kongruente Systeme gegeben (Fig. 33), 
so gewinnen wir über die Doppelelemente auch durch folgende 
einfachere Betrachtung einen Aufschluß. Es sei nämlich m 
eine im Endlichen gelegene Doppelgerade des Systems, so 
muß sie jedenfaUs mit entsprechenden Geraden, z. B. AB 
und A'B% gleiche Winkel bilden. Fällen wir also von den 
Punkten A und A' aus Lote auf m, so entsprechen sich 
dieselben und ihre Fußpunkte. Also sind die Lote gleich 
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lang, woraus weiter folgt, daß m durch die Mitte A der 
Strecke AA^ hindurchgeht. Eine Doppelgerade finden wir 




Fig. 8S. 



demnach, wenn wir die Mitten der Strecken AA\ BB^, 
CG', . . . verbinden. Der unendlich ferne Punkt 0' von m 
ist als Schnittpunkt mit der unendlich fernen Geraden sicher 




Fig. 83. 

ein Doppelpunkt: es fallt mit ihm aber auch der zweite 
aufm vorhandene Doppelpunkt zusammen. Denn wäre auf m 
noch ein Doppelpunkt X vorhanden, so hätte man: 

XA = XA' XB = XB' u. s. f. 

was nicht möglich ist. 

Auch die zweite Doppelgerade durch vereinigt ' 
infolgedessen mit der unendlich fernen Geraden. 
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Will man die Systeme zur Deckmig bringen, so 
man die Ebene zuerst um m um 180® drehen, wodurch 
Dreieck ABC in die Lage A''B''G" gelangt. Dann 
noch eine Parallelverschiebung in der Sichtung von m 
die Strecke JL"^' auszuführen. 



Die Kollineation mit unendlich vielen 

Doppelelementen. 

97. Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Falle der — 
kolKnearen Beziehung, wo unendlich viele, auf einer Geraden 
angeordnete Doppelpunkte vorhanden sind. Dann muß notr- 
wendigerweise eine Wurzel q = r der Gleichung (6) existieren 
derart, daß für dieselbe die drei Gleichungen (5) sich auf 
eine einzige reduzieren, welche diese Linie der Doppelpunkte^ 
vorstellt. Ist also diese Gerade gegeben durch: 

so gehen die Gleichungen (5) aus ihr etwa dadurch hervor^ 5 
daß man diese Gleichung mit drei Zahlen ß^y /Jg, ß^ multi- ! 
pliziert. Dies bedingt aber weiter folgende Zusammensetzung ■, 
der Koeffizienten aa der Kollineation: 

%1 — ^==Aai «12 = Ä«2 «i3 = /?ia3 
^21 = ß2^l «22 — ^ = /?2«2 0^23 = ß^(X.^ 
%1=/^3«1 «32 = /'3Ö2 «33 ^ = Ä ^3 

und die Gleichungen der Kollineation werden: 

(8) Qxi=rx^ + ÄK^i + <h^2 + «3^3) 

Qxi=rx^ + ß^{a^x^ + a^x^ + a^x^) 

Die Gleichungen (7) der transponierten Substitution 
nehmen femer fiir die obigen Werte der Koeffizienten a4jt 
die Form an: 

(9) ^|2 = rf/+ a^{ßM + ß^H+ ßzhl 

Qh = ^^3'+ as{ßj{+ß2i^+ ßzh") 

Aus ihnen erkennt man direkt, daß 
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ein Doppelpunkt von der Eigenschaft^ daß alle dnich ihn 
hindurchgehenden Strahlen sich selbst entsprechen. Seine 
Punktkoordinaten sind ßy^^ ß^, ßs* T>ie Determinante zur 
Berechnung von q wird femer: 

ßia^ + r — Q ß^a^ ß^a^ 

/?3«i ^3«2 ß^<^^ + ^ — Q 

oder: 

(10) [Q — ry{Q -r- {ß,a, + ß,a, + ß^a^)} = 

Es zeigt sich also, daß q = r eine Doppelwurzel der 
Gleichung dritten Grades wird; die dritte Wurzel derselben ist: 

Q=^r + ß^a^ + ß^a^ + ß^a^ 

Ihr entspricht der Doppelpunkt (ß^y ß^, ß^) bezw. die Doppel- 
gerade (01,03, 03). 

98. Um diese Transformation in möglichst einfacher 
Darstellung zu erhalten, können wir die isolierte Doppel- 
gerade als Koordinatenseite Xg= wählen, was a^ = Og « 
bedeutet, während der isolierte Doppelpunkt in die Ecke A^ 
oder Äi = 0, 0!^==0 fallt, also /5i = /Sg = ist. Die Glei- 
chungen (9) verwandeln sich dann in die folgenden: 

(11) QX{ = Xi QXi = Xt QXi = cx^ 

oder auch: 

(IIa) xl : xi : xi=^ x^iXti cx^ 

Sie ergeben sich auch aus den Gleichungen (1) von 92. für 
a^i = a22- ^ Linienkoordinaten lauten sie: 

(12) Qh = S{ QS2 = Si QSB==cSi 

Da übrigens die Form der Gleichungen (8) die der 
Gleichungen (9) bedingt, so ist damit der auch geometrisch 
leicht zu beweisende Satz abgeleitet: 

Enthält eine KoUineation drei in einer Geraden 
gelegene Doppelpunkte, so daß demnach jeder 
Punkt dieser Geraden sich selbst entspricht, so 
enthalt sie immer auch einen Büschel sich selbst 
entsprechender Strahlen und umgekehrt. 

Wir behandeln diese Beziehung nun noch ausfuhrlicher 
im Folgenden. 

Boehlemann/Geometriache Transformationen. 11 
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§ 17. Die Gentralkollineation. 

Bestimmung einer Centralkollineation. 

Die Fluchtlinien. 

99. Die soeben abgeleitete, kollineare Beziehung in einer 
Ebene nennen wir eine „Centralkollineation" (oder auch. 
Homologie, ebene Perspektive), die Systeme „perspektiv^- 
kollinea?^^ oder kurz „perspektiv" (homolog). Die Gerade, 
welche sich Punkt für Punkt selbst entspricht, heißt die 
„Achse*^, der Mittelpunkt des Strahlenbüschels der sich 
selbst entsprechenden Strahlen das „Centrum" der central- 
kollinearen Systeme. 




Fig. 84. 

Den Prozeß der Centralprojektion oder Perspektive 
müssen wir zweimal im Räume zur Anwendung bringen, 
um eine Ebene perspektiv- kollinear auf sich selbst zu be- 
ziehen. Denn projizieren wir (Fig. 34) eine Ebene e aus 
dem Centrum S auf eine andere Ebene «', so geht ein 
Punkt Ä in A', eine Gerade g in g' über. Wählen wir 
sodann irgend ein zweites Centrum S^ und projizieren aus 
diesem das ebene System e' wieder auf e zurück, so werden 
A' und g' in Ai und g{ übergeführt, und man erkennt ohne 
weiteres, daß g und g{ sich auf der Schnittlinie s von e 
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und €' b^^nen, während die Verbindungslinie AA{ stet<< 
durch den Punkt S geht^ in welchem die (ieradc SSi dit* 
Ebene e trifit. Demnach sind die Systeme A, A{ per- 
spektiv, und es folgt der Satz: 

Projiziert man ein und dasi*elbe ebene System 
aus zwei verschiedenen Punkten in eine neue Eb<*n<% 
so erhalt man in dieser Perspektive Systeme. I)i(* 
Schnittlinie der beiden Ebenen wird die Achst\ 
der Schnittpunkt mit der Verbindungsh'nie der 
beiden Punkte wird das Centrum dieser Centnil- 
kollineation. 

Von diesem einfachen Satze werden wir später zahl- 
reiche Anwendungen machen^ indem wir S^ und auch S ins 
Unendiiehe fallen lassen. 

Solche Perspektive Systeme in einer Ebene zeigen alle 
Eigenschaften raumlich -perspektiver Ebenen, bieten alK»r 
außerdem noch den Vorteil einer bequemen, konstruktiven 
Behandlung, Wir wollen dies näher ausfüliren und beweisen 
zunächst: 

Eine CentralkoUineation ist vollständig bestimmt 
durch Centrum, Achse und ein Paar entsprechender 
Punkte oder entsprechender Geraden. 

In Figur 35a oder 35b sei s die Achse, S das Centnmi, 
i; A' ein Punktpaar der central-kollincaren Systeme, das 
natürlich auf einem Strahle durch das Centrum S gelegen 
sein muß. Daß die Verwandtschaft dadurch gerade bestimmt 
ist, folgt aus den Betrachtungen von 93., wo ^vi^ eine 
KoUineation durch das Hauptdreieck der Doppelpunkte und 
ein Punktpaar D, D' festlegten. Ging DD' durch den 
Doppelpunkt (7, so erhielten wir eine CentralkoUineation, 
deren Achse AB und deren Centrum C war. 

um nun weitere Elemente der central -kollinearcn Be- 
ziehung zu konstruieren, müssen wir die beiden charakteri- 
stischen Eigenschaften derselben im Auge behalten: 

Je zwei entsprechende Punkte liegen auf einem 
Strahle durch das Centrum; 

Je zwei entsprechende Gerade schneiden sich auf 
der Achse der CentralkoUineation. 

Denn ist X irgend ein Punkt, so entspricht der 
Strahl SX sich selbst^ muß also auch den Punkt X' tragen; 
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ist X irgend eine Gerade, so fallt der Schnittpunkt (sä) 
seinem entsprechenden zusammen, d. h. o? und x' beg^< 
sich auf der Achse s. 

100. Wir lösen nun, ausgehend von dieser Bestimmunt^ 
einer Centralkollineation, folgende Angaben: 

a) Zu einem gegebenen Punkte oder zu eineir 
gegebenen Geraden das entsprechende Element za 
konstruieren; 

b) die beiden Fluchtlinien zu zeichnen. 




TIM' 



Fig. 86 a. 



Ad a) Ist zu einem Punkte JB der entsprechende zu 
finden, so verbinden wir B mit dem gegebenen Punkte A 
und konstruieren den Schnittpunkt dieser Verbindungslinie 
mit der Achse s. Durch diesen muß auch die Verbindungs- 
linie A'B' gehen, und der Strahl SB schneidet demnach 
aus ihr den gesuchten Punkt B' aus (Fig. 35 a). 

Ist dagegen zu einer beliebig gegebenen Geraden a die 
entsprechende a' zu zeichnen, so verschaffen wir uns durch 
A und A' irgend zwei entsprechende Gerade (z. B. AB 
und A'B'). Dem Schnittpunkt von a mit AB entspricht 
der Scbnittpxmkt von a' mit A' B' , \mÄ. ^-a. a.' «»ä^icdftm 
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Audi den Schnittpankt (as) gehen muß, so ist diese Gerade 
dkfflft gefunden. 

Wie man verfahrt, wenn die Centralkollineation statt 
iarch zwei entsprechende Punkte durch zwei entsprechende 
Gerade (z. B. a und a') festgelegt ist, ergibt sich durch 
loaloge Uberl^ungen. 

Ad b) Die Fluchtlinien (oder auch Gegenachsen) 
fflhd diejenigen Greraden, welche der unendlich fernen 




M^ 



Fig. 85 b. 



Geraden der Ebene entsprechen. Bezeichnen wir also die 
uneigentliche Grerade der Ebene mit u oder v', je nach- 
dem wir sie zu dem einen oder anderen Systeme rechnen, 
so entsprechen ihr zwei Gerade w' und v. Nun müssen 
sich wieder u und u' auf der Achse s begegnen, u trifft 
aber s im unendlich fernen Punkt; folglich ist u' jeden- 
falls parallel zu s, und das Gleiche gilt für die Flucht- 
linie V. Da also die Fluchtlinien parallel zur Achse s der 
Kollineation verlaufen, so genügt es, von jeder noch einen 
Punkt; zu bestimmen. 
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Ziehen wir zu diesem Zwecke durch 8 irgend einen 
Strahl, z. B. die Senkrechte zu 5, und bezeichnen deren 
unendlich fernen Punkt mit U bezw. V (Fig. 35a und b). 
Verschaffen wir uns dann^ ganz wie oben, die Punkte Z7' 
und V vermittelst der Hilfslinien x und x', y und y\ so 
gehen durch diese Punkte die Fluchtlinien w' und v 
parallel zu s. 

Um femer über die gegenseitige Lage von S und s 
einerseits und der beiden Fluchtliüien v, u andererseits 
einen Aufschluß zu gewinnen, bezeichnen wir mit Sq den 
Schnittpunkt der Senkrechten durch S mit s und erhalten: 

{suvs,) = {Sü'y's,) 

oder: 



also auch: 
und ebenso: 
d. h. : 



SV _ U'Sq 
SSq SSq 



Das KoUineationscentrum ist von der einen 
Fluchtlinie ebensoweit entfernt (auch mit Rücksicht 
auf die Vorzeichen) wie die Kollineationsachse von 
der anderen Fluchtlinie. 



Die Charakteristik einer CentralkolHneation. 

101. Aus diesen Konstruktionen können wir noch 
weitere Folgerungen ziehen. Alle Strahlen des Büschels 8 
entsprechen sich selbst, tragen also projektive Punktreihen, 
und die Doppelpunkte derselben sind der Punkt S sowie 
der Schnittpunkt mit 5, der für den Strahl ÄÄ' mit Aq 
bezeichnet werden möge. Ebenso trägt jeder Punkt der 
Achse s, wie z. B. G (Fig. 35 a), projektive Strahlenbüschel, 
deren Doppelstrahlen die Achse s und die Verbindungslinie ^q 
von G mit S sind. 

Nun haben wir bereits in 51. gesehen, daß für zwei 
projektive Gebilde erster Stufe auf dem gleichen Träger 
das Doppelverhältnis, welches je zwei entsprechende Elemente 
mit den Doppelelementen bilden, einen unveränderlichen 
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Wert bat Wir können demnach ans Figur 35 a die Be- 
neboBgm ableiten: 

j'-iSJtAA') = {SA^AiA{) u. 8. f. 

= {SBoBB') - {SBtBiB{) n. b. f. 

= (9oS99') — {gosgigi') u. s. f, 

Soü' 



= {SSoUU') 



~* 



= (5fSoFF)=-: 



SF 



(LL.: 



&K 



Eine Centralkollineation besitzt eine Invariante; 
diese gibt das konstante Doppelverhältnis, welches 
sowohl irgend zwei entsprechende Punkte als auch 
irgend zwei entsprechende Strahlen mit dem Cen- 
trum und der Achse der Kollineation bilden. Der 
Wert dieser Invariante wird auch durch die Quo- 
tienten -^^77 oder -^-^v dargestellt. 

b U b^V 

In den Gleichungen (IIa) von 98., welche in der ein- 
fachsten Form eine Centralkollineation zum Ausdnick bringen, 
ist die Konstante c identisch mit der Invarianten ;. Gleich- 
zeitig gibt c den Wert der Determinante dieser Substitution. 
Die Invariante ; heißt auch die „Charakteristik*' der Kol- 
lineation. 

102. In der Tat kann man vermittelst der Werte von ; 
die verschiedenen Typen dieser Verwandtschaft unterscheiden. 
So besteht der Unterschied zwischen den in den Figuren 35 a 
und 35b zu Anschauung gebrachten Fällen lediglich in dem 
Vorzeichen von j: im ersten Falle werden entsprechende 
Punkte wie Ä und Ä' durch S und s nicht getrennt, eben- 
sowenig entsprechende Gerade g und g', j ist positiv: im 
zweiten Falle dagegen trennen S und s jedes Paar ent- 
sprechender Elemente; j hat einen negativen Wert. 

Man kann auch leicht übersehen, in welcher Weise 
durch die Centralkollineation die einzelnen Gebiete der 
Ebene auf einander abgebildet werden. Es entspricht z. B. 
dem unendlichen Teil der Ebene e, der sich, von der 
Achse s beginnend, jenseits S bis ins Unendliche erstreckt, 
oder kurz der den Punkt S nicht enthalteivdeii Halbebene e 
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in der Ebene e' der Streifen zwischen 9 und u'j wie dies 
in den Figuren 36a und 36b angedeutet ist Dieser Streifen 
erstreckt sich von s aus in der Reichen Richtung wie die 
Halbebene (Fig. 36 a) oder in entgegengesetzter Richtung 
(Fig. 36b)y je nachdem die projektiven Punktreihen auf den 
Strahlen des Busches S Reichen oder entgegengesetzten 
Sinn haben. 

Ist y = 4- 1 und setzen wir voraus, daß 8 und s nicht 
in einander liegen^ so müßte jedes Element mit seinem ent- 
sprechenden sich decken, und man erhält eine Identität. 

Nimmt j den Wert — 1 an, so werden je zwei zu- 
geordnete Elemente durch Centrum und Achse harmonisch 
getrennt. 

Zu einer ausgearteten Centralkollineation führt die An- 
nahme j = 0, womit gleichzeitig auch die Determinante der 
Substitution (IIa) verschwindet, da jay=»c. Dann ent- 



ir 



w 




spricht jedem Punkte Ä der Schnittpunkt Äq von SÄ 
^it s, jeder Geraden entspricht stets die Achse s, 
^ wird: - 

Soü'=0 und SF=0 

^6r Vorhin erwähnte Streifen ist auf die Achse s zusammen- 
S^hrmnpA Alle Punkte und Geraden Nveiden aus S auf s 
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projiziert: die ganze Ebene wird durch diese Perspektive 
auf die Gerade s abgebildet. Nur das Centrum S und die 
Punkte von s entsprechen sich selbst. Wir erwähnen 

diese Substitution mit ver- 
schwindender Determinante 
namentlich deswegen, weü 
ihr räumliches Analogon (die 
Perspektive im Eaume) die 
künstlerisch wichtigste, geo- 
metrische Transformation 
liefern wird. 

Das Centrum 8 kann end- 
lich auch auf der Achse s 
gelegen sein. Dies ändert 
nichts an der oben durchge- 
führten Bestimmung der cen- 
trisch- kollinearen Systeme. 
Auf jedem Strahl durch 8 
und für jeden Punkt von s 
fallen die Doppelelemente der Punktreihen bezw. des Strahlen- 
büschels in dem Punkte 8 bezw. der Achse s zusammen, die 
Konstante j der Centralkollineation hat den Wertl. Aus den 
ebenso durchzuführenden Konstruktionen (Fig. 37 a oder 37 b) 
erkennt man auch sofort, daß in diesem Falle die Flucht- 
linien symmetrisch zu 5, gleichweit auf beiden Seiten ent- 
fernt, liegen. 




Fig. 87 b. 



§ 18. Spezielle Eolllneationen* 

Spezielle Fälle der Centralkollineation. 

103. Spezialisierungen der Centralkollineation im metri- 
schen Sinne ergeben sich, wenn wir das Centrum oder diö 
Achse der Kollineation zum Unendlichfernen in eine be- 
sondere Beziehung bringen. Dies kann auf folgende Weisö 
geschehen: 

a) das Centrum 8 liegt im Unendlichen; 

b) die Achse s liegt im Unendlichen; 

c) Centrum und Achse liegen im Unendlichen. 

a) Bei einem unendlich fernen Kollineationscentrum S 
(Fig. 3 8) laufen alle VerbindwiigaVituew ^TÄÄYt^OsÄ\A^x^\a\!s±e 
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Aj A\ Bj JB't ... der kollinearen Systeme zn einer ge- 
gebenen Bichtong parallel. Unter den sich selbst ent- 
sprechenden Straiden des Büschels S befindet sich aber 
auch die unendlich ferne Gerade, oder mit anderen Worten : 
die unendlich fernen Geraden der beiden Felder entsprechen 
einander: jedem unendlich fernen Punkte, z.B. dc^n von li(\ 




Fig 88. 

entspricht wieder ein unendlich ferner Punkt, nämlich dci* 
von B' G\ Mithin sind die beiden Systeme af6n: wir 
bezeichnen sie als „affin -perspektiv". Die parallelen linien 
-4-4', BB', . . . geben die sogenannte „Richtung der Affini- 
tat", während s die „Achse der Affinität^^ genannt wird. 
Für die Invariante ; dieser Centralkollineation erhalten wir: 



j = (SA^ÄÄ') = 



AoA' BoB' 



AA BoB 

Je zwei entsprechende Punkte bilden also in diesem Falle 
Diit der Achse 5 ein konstantes Streckenverhältnis. 

Da die Ebenen affin auf einander bezogen sind, so muß 
ßach 86. das Verhältnis der Flächeninhalte entsprechender 
%uren einen unveränderlichen Wert haben: derselbe ist 
£^£^den durch: 
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AA'A^G^ A^A'" j 

Die EichtuDg, in der das Centram S liegt, können wir 
auch senkrecht zur Achse s wählen. Dies liefert die afiSnen 
Systeme, wie sie in der darstellenden Geometrie sehr bekannt 
sind. Sie entstehen dadurch, daß man ein ebenes System 
in eine zweite Ebene orthogonal projiziert und gleichzeitig 
in diese Ebene umklappt. (Ausführlicheres darüber in § 21.) 

Ist j negativ und = — 1, so wird: 

A^A = — A^A', BqB= — BoB% ... 

die beiden ebenen Systeme sind ,,schief symmetrisch" 
für s als Symmetrieachse. Die Flädieninhalte entsprechender 
Figuren unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. 

Steht die Richtung, in der S liegt, senkrecht auf der 
Achse s, so geht diese schiefe Symmetrie in die gerade 
über: die beiden Systeme werden kongruent mit entgegen- 
gesetztem Sinne. Dreht man die eine Ebene um 180^ um 
die Achse 5, so decken sich die Systeme Element für Element 




Wählen wir S auf der Achse s im Unendlichen, so 
entspricht dies dem Werte 1 der Invariante j. In der Tat 
ist (Fig. 39): 

AAGH 1 

AA'GR~ 3 
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Die beiden Systeme sind affin -gleich und gleichzeitig 
in perspektiver liige. Entsprechende Figuren bestimmen, 
auch dem Sinne nach, den gleichen Flächeninhalt 

b) Benutzen wir die unendlich ferne Gerade als Achse s 
der KoUineation, so werden (Fig. 40a und 40b) ent- 





Fig. 40a. 



Fig. 40 b. 



sprechende Gerade wie AB und Ä'B', B C und B' C u. s. f. 
sich stets auf der unendlich fernen Geraden begegnen 
müssen, d. h. es ist: 

AB + A'B^ 
AC^A'C u.8.f. 

Die ebenen Systeme sind „ähnlich" und liegen per- 
spektiv. Sie heißen ähnlich und ähnlich gelegen. Nur der 
Maßstab unterscheidet die beiden Ebenen und zwar gibt: 

Fi A 
j = (ßAAA') = '^, 

die „Veijüngung^^ an. Isty positiv, so haben die Systeme S 
als äußeren Almlichkeitspunkt (Fig. 40 a); für ein negatives J 
ist S innerer Ähnlichkeitspunkt (Fig. 40 b); för ^ = — 1 
werden die Systeme kongruent; eine in der Ebene aus- 
zuführende Drehung um 180® genügt, sie zur Deckung zu 
hnngen (Symmetne in bezug auf einen PvmSrfl). 
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c) Liegen S und s im Unendlichen, so sind wieder 
iBntsprechende Gerade parallel, also (Fig. 41): 

u. s. f. 

und die beiden Systeme 
werden kongruent. Eine 
Verschiebung (Translation) 
um die Strecke J.J.' bringt 
sie zum Zusammenfallen. 
Auf diese Weise haben 
Fig. 41. sich die elementaren Ver- 

wandtschaften der Ähn- 
lichkeit, Gleichheit, Kongruenz und Symmetrie als spezielle 
Pälle der koUinearen Beziehung herausgestellt. 




Ein Satz über Perspektive Ebenen. 

104. Endlich wollen wir noch einen Satz kennen 
lernen, der einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen 
.zwei räumlich Perspektiven Ebenen und zwischen Per- 
spektiven Systemen in einer Ebene aufdeckt, indem er 
zeigt, wie diese letzteren aus räumlich- Perspektiven Ebenen 
als Grenzfall hervorgehen. 

Denken wir uns zunächst zwei kollineare Ebenen e und e' 
im Baume so gelegen, daß jeder Punkt der Schnittlinie 5 der 
beiden Ebenen sich selbst entspricht. Sicher müssen dann 
entsprechende Gerade g imd g' von e und e' sich im gleichen 
Punkte von s begegnen (vergl. etwa Fig. 21) und die Punkt- 
reihen auf g und g' werden mithin perspektiv sein, da im 
Schnittpunkte der beiden Trager entsprechende Punkte ver- 
einigt Hegen. Die Verbindimgslinien zugeordneter Punkte 
von g und g' laufen demnach durch einen Punkt, das 
Centrum der Perspektivität. Greifen wir nun aber drei 
Paare entsprechender Geraden heraus jf, g% Ä, Ä', i, i' und 
beachten, daß dem Schnittpimkt zweier Geraden g und h 
in der kollinearen Beziehung wiederum der Sclmittpunkt der 
entsprechenden Geraden g' und W zugewiesen sein muß, so 
folgt ohne weiteres, daß der Schnittpunkt S der drei Ebenen 
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{gg% {hh^, (iiO föi* ^^ <lrei Geradcnpaarc das ^ineinsame 
Penspektivitatscentnim sein mii£. Die fi^lciche SchluBwciHo 
zeigt dann aber auch^ daß für jedes weitere Paar entsprechender 
Geraden l^ V das Centmm der Perspektiven Beziehung 
wieder nach S fällt oder mit andern Worten: die beiden 
Ebenen liegen selbst perspektiv. Wie früher (98.) für einer 
Ebene angehörige Systeme haben wir jetzt also auch für 
fwei getrennt liegende Ebenen den Satz gefunden: 

Haben zwei im Raum liegende kollineare Ebenen 
ihre Schnittlinie Punkt für Punkt entsprechend ge- 
mein^ so liegen sie perspektiv, d. h. alle Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte gehen durch 
einen Punkt 

105. Diese Betrachtung war ganz unabhängig von dem 
Winkel, den die beiden Ebenen einschlössen : sie gilt immer, 
sofern die Ebenen nur nicht zusammenfallen. Es ist auch 
nicht schwer, den Ort der Centren der Perspektivität füi* 
alle möglichen Neigungen anzugeben. 




V 



Pig. 42. 



W 



Denken wir uns für irgend eine Lage der beiden Ebenen 
^ und e' das Centrum S der Perspektivität konstruiert und 
i^geu wir durch dasselbe eine Ebene, noTm«JL zaä ^ömk^jXt 
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Knie s der beiden Ebenen. Der in dieser Ebene entstehende 
Durchschnitt findet sich in der Fig. 42 (als Aufriß) gezeichnet^ 
während die feste Ebene e als Grundrißebene dient. 8^ und j8^2 
sind die beiden Bisse des Centrums 8. Die durch diesen 
Punkt gehenden Parallelebenen zu e und e' liefern die Fluch t>- 
linien in diesen beiden Ebenen: Sie erscheinen als die 
Punkte v^ und w^ in unserer Zeichnung. Da nun die Zu- 
weisung der einzelnen Elemente der beiden Ebenen überhaupt 
eine feste ist, so bleiben auch die Fluchtlinien in den Ebenen 
e und e' unveränderlich und es ist, wie man auch die Ebene e' 
in ihrer SteUung fixiert 

Sg Vg == t<2 ^2 =* konst. 

Demnach beschreibt der Punkt 8 einen Kreis, der in der 
genannten Lotebene liegt und den Punkt 8o zum Mittel- 
punkt, die unveränderliche Distanz t«, Sg der Fluchtlinie von S(y 
aber zum Sadius hat. Dieser Kreis begegnet der festen 
Ebene in zwei Punkten S und S^, die den Lagen ent- 
sprechen, wo die gedrehte Ebene e' auf der einen oder 
andern Seite mit der festen Ebene e zusammeniallt. In 
diesem Falle verlieren die soeben durchgeführten Betrach- 
tungen ihre Giltigkeit, dafür tritt der schon in 98. bewiesene 
Satz in seine Rechte, nach dem die Systeme wieder perspektiv 
sein müssen. Da femer aus der Figur folgt, daß 

sü'^r8o 

so können wir daraus schließen, daß die Schnittpunkte S 
bezw. S^ des erwähnten Kreises mit der Ebene e auch für 
diese Übergangsfalle das Centrum der Perspektivitat liefern. 
Man übersieht auch unschwer, wie sich dieser Satz modifiziert^ 
wenn man zwischen den Ebenen e und e' eine affine Ver- 
wandtschaft voraussetzt, während die Schnittlinie s sich 
wieder Punkt für Punkt selbst entspricht. Dann liegt das 
Centrum 8 der Perspektivitat für jede Lage der Ebene e' 
im Unendlichen. Denn betrachten wir (Fig. 43) eine Gerade g 
der Ebene e und die entsprechende Gerade g' der Ebene c'. 
Einem Punkte Ä von g ist ein Punkt Ä' von g' zugewiesen. 
Bei der Drehung der Ebene e' beschreibt der Punkt A^ 
einen Kreis, dessen Bild (im Aufriß) in der Figur eingetragen 
ist. Das Centrum 8 der Perspektivitat erhalten wir für jede 
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lagd der Ebene e^ in dem unendlich fernen Punkte der 
Verbindmigslinie ÄA\ Vereinigt sieh die Ebene e' auf* 
der emen oder anderen Seite mit e, so nimmt das Centruni 
der anch in diesem Falle Perspektiven Systeme die Lagen S 




Fig. 43. 

kezw. S^ an. Die Linien von Ä nach den Punkten des 
Kreises, den Ä^ beschreibt, erfüllen einen Kegel zweiter 
Ordnung, und auf ihm liegt in unendlicher Feme der Ort 
fe" Centra S. 

Diese Ergebnisse können wir, wie folgt, zusammeu- 
fissen: 

Liegen zwei kollineare Ebenen im Räume per- 
spektiv und dreht man die eine Ebene um die 
Schnittlinie der beiden in die andere, ohne die Punkte 
der Schnittlinie aus ihrer Lage zu bringen, so sind 
die Systeme in dieser Ebene wiederum perspektiv 
und das Centrum dieser Centralkollineation liegt im 
Endlichen oder Unendlichen, je nachdem das Gleiche 
bei den räumlicb-perapektiven Ebenen der Fall war. 

^oeiiemann, Geometrische Transformationen« \^ 
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Kürzer läßt sich dieser in der darstellenden Geometrie 
fortwährend zur Anwendung kommende Satz wie folgt aus- 
sprechen: 

Projiziert man ein ebenes System in eine neue 
Ebene und klappt es auch in diese um^ so sind die 
beiden dadurch entstehenden Systeme perspektiv und. 
insonderheit afBn-perspektiv bei Anwendung einer 
Parallelprojektion. 

Die involutorische KolHneation. 

106. Als einen besonders interessanten Fall der pro- 
jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger haben wir bei 
den einförmigen Grundgebilden die involutorische kennen 
gelernt. In der Absicht, die entsprechenden Betrachtungen 
fiir koUineare Felder durchzufuhren, stellen wir uns folgende 
Fragen: Kann eine kollineare Beziehung einzelne, sich in- 
volutorisch entsprechende Elemente enthalten? Kann sie 
aus lauter involutorisch gepaarten Elementen bestehen und 
unter welchen Bedingungen tritt dieser Fall ein? 

Ermitteln wir durch direkte Konstruktion die einzelnen 
Möglichkeiten! Zunächst sei ein Punktpaar vorhanden, das 
sich in doppelter Weise entspricht. Bezeichnen wir den 
einen Punkt mit A und gleichzeitig mit ]i\ so muß der 
andere Punkt die Buchstaben A^ und B erhalten. Femer 
seien zwei weiteren Punkten G und D beliebig die Punkte 
C und D' zugewiesen. Die Quadrupel A, B, G, D und 
A% B% G% D'. bestimmen dann zwei Netze und dadurch sicher 
auch eine Kollineation. In dieser entspricht die Verbin- 
dungsgerade AB sich selbst, ist also eine Doppelgerade. 
Da femer das Auftreten eines einzigen involutorischen 
Elementenpaares bei den Grundgebilden erster Stufe als hin- 
reichende Bedingung für ein durchweg involutorisches Ent- 
sprechen erkannt wurde (59.), so trägt diese Doppelgerade 
überhaupt eine Punktinvolution. Deren Doppelpunkte können 
reell oder imaginär sein. Immer reell vorhanden ist aber (95.) 
noch ein weiterer, außerhalb AB gelegener Doppelpunkt 
der kollinearen Beziehung und weil entsprechende Punkt- 
])aare der Doppelgeraden aus diesem Doppelpunkte doch 
durch entsprechende Strahlenpaare projiziert werden, so muß 
dieser Doppelpunkt eine Involution von Strahlenpaaren tragen. 
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Weitere involutorische Elementenpaare wird die KoUinea- 
tion im allgemeinen nicht enthalten. Es folgt demnach: 

Eine koUineare Beziehung kann auf einer Seite 
des Hauptdreieckes und in der gegenüberliegenden 
Ecke involutorische Oebilde besitzen. 

Für diese Kollineation^ die man als teilweise involuto- 
risch bezeichnen könnte, besitzt eine der drei Invarianten 
den Wert — 1, das Produkt der beiden anderen ist mithin 
ebenso groß. 

107. Treten noch weitere involutorische Elementenpaarc 
auf, so wird, wie wir jetzt zeigen wollen, die ganze Ver- 
wandtschaft eine involutorische. 

Es seien nämlich (Fig. 44) auf zwei verschiedenen Ge- 
raden zwei involutorische Punktpaare angenommen: A,li' 




Fig. 44. 

^nd A'y B einerseits, C, D' und C", D andererseits. Die 
beiden Quadrupel A, B, 0, D und J.', B', C, B' genügen 
zur Bestimmung zweier Netze und damit auch zur Festlegung 
einer kollinearen Beziehung. Jede der Verbindungshnien 
-4Bund CB entspricht sich dann involutorisch. Ihr Schnitt- 
punkt S muß folglich ein Doppelpunkt sein (dem Punkte 
(^yy) ist zugewiesen der Punkt {x',y^) und die gleiche 
Schlußweise läßt erkennen, daß auch die Punkte G und H, 
^e beiden anderen Nebenecken des vollständigen Viereckes 
^BCB, Doppelpunkte sind. Die Schnittpunkte A^ und Cq 
^pn GrH mit den beiden involutorischen Geraden decken 
Sieh infolgedessen ebenfalls mit ihren entepTecWoÄeii, tdMkcö. 
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besteht die Linie GH aus lauter Doppelpunkten, die Be- 
ziehung erscheint als Centralkollineation mit 8 als Centruin, 
und GH oder s als Achse. Für die Invariante derselben 
finden wir den Wert 

Es entsprechen sich also irgend zwei Punkte und irgend 
zwei Gerade involutorisch und entsprechende Elemente liegen 
stets harmonisch zu S und s. Die Systeme nennen wir 
„harmonisch-perspektiv", die Beziehung eine „harmo- 
nische Centralkollineation^^. Dafür findet man auch den 
Namen: harmonische Homologie. 

Sollen umgekehrt Perspektive Systeme in einer Ebene 
durchweg einen involutorischen Charakter zeigen, so ist 
(vergl. 55.) die notwendige und hinreichende Bedingung dafür 
ß = 1, also y = — 1. Damit sind wir aber zu dem ein- 
fachen Resultat gelangt: 

Wenn in einer kollinearen Beziehung einer Ebene 
auf zwei verschiedenen Geraden je ein involutorisch 
sich entsprechendes Punktpaar oder in zwei ver- 
schiedenen Punkten je ein involutorisches Strahlen- 
paar vorhanden ist, so ist die Beziehung durchweg 
involutorisch und besteht in einer harmonischen 
Centralkollineation. Je zwei zugeordnete Elemente 
trennen Achse und Centrum harmonisch. Dies 
ist die einzige Möglichkeit, wie man eine Ebene 
kollinear und gleichzeitig durchweg involutorisch 
auf sich selbst beziehen kann. 

In involutorisch-koUinearen Systemen muß auch der un- 
endlich fernen Geraden eine und nur eine Gerade ent- 
sprechen, die beiden Fluchtlinien fallen zusammen in eine 
Gerade u% v (Fig. 46) welche wegen 

(SSo VU')^—1 

in der Mitte zwischen 8 und s verlaufen muß, so daß also 

8U'^U'8^ 

Die Gleichungen (IIa) von 98. endlich gehen für involutorische 
Systeme über in 

QX{=Xi QXi^'X^ QXi= — Xq 
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oder 

Liegt S im Unendlichen^ so erhalt man affin -involutorische 
Systeme und zwar in schief symetrischer Lage. Es wird 

(vergl. 103. a) 

BBo = BoB' u. s.f. 

Die involutorische KoUineation stellt den speziellsten 
Fall solcher Kollineationen dar, die n mal auf einen Punkt 
^gewandt, diesen in seine ursprüngliche Lage zurückbringen. 
Über solche „cyklische** Kollineationen vergl. man ßeye: 
„Geometrie der Lage^ 2. Abt. Seite 90 (3. Auflage 1892). 

Kollineationen mit Kegelschnitten^ die sich 

selbst entsprechen. 

108. Die kollineare Verwandtschaft ordnete einer Kurve 
«*•' Ordnung in der einen Ebene wieder eine Kurve n*«' Ord- 
nung in der anderen Ebene zu. Man kann sich vorstellen, 
daß diese beiden Kurven kongruent seien. Bringt man die 
beiden Ebenen zur Deckung und zwar so, daß die beiden 
Kurven aufeinanderfallen, so transformiert diese Kollineation 
die Kurve in sich. Es können dann zwei Fälle eintreten: 
ißi allgemeinen werden die Punkte der Kurve in einander 
übergeführt und nur einzelne Punkte auf der Kurve fallen 
Diit ihren entsprechenden zusammen oder jeder Punkt dieser 
Kurve deckt sich mit dem ihm zugeordneten: Die Kurve 
besteht aus lauter Doppelpunkten, ist eine „feste^^ Kurve. 
Beispiele für beide Möglichkeiten haben wir schon kennen 
gelernt. In einer Kollineation mit einem Hauptdreieck (92.) 
Wurden die Seiten dieses Dreiecks in sich transformiert, die 
Ecken waren die Doppelpunkte; die Achse einer Ccntral- 
tollineation (93., 99.) dagegen zeigte die Eigenschaft, daß 
jeder ihrer Punkte sich selbst entsprach. 

Ohne dieses allgemeine Problem weiter zu verfolgen, 
Rollen wir hier nur die Möglichkeit des Auftretens eines 
sich selbst entsprechenden Kegelschnittes in einer Kol- 
lineation genauer erörtern. 

Daß ein Kegelschnitt als Punkt für Punkt feste Kurve 
^ einer KoUineation nicht auftreten kann, ei^'eosÄ» tqäxl 




Fig. 45. 
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ohne weiteres. Denn jede Gerade der Ebene müßte dann 
mit der ihr entsprechenden koinzidieren^ da die Schnittpunkte 
mit dem Kegelschnitte sich selbst entsprächen. 

Dagegen können wir versuchen, eine kollineare Beziehung 
abzuleiten, welche einen Kegelschnitt h in sich überfuhrt. 

Es werden dann nach 
63. auf dem Kegel- 
schnitt zwei Doppel- 
punkte vorhanden sein 
und dies sind gleich- 
zeitig Doppelpunkte der 
Kollineation. Sie mögen 
in Figur 45 mit A, A' 
bezw. jB, W bezeichnet 
sein. Irgend ein Paar 
entsprechender Punkte 
Dy W des Kegelschnit- 
tes wird aus A durch 
zugeordnete Strahlen 
der in A vereinigten 
projektiven Büschel projiziert. Die Doppelstrahlen derselben 
können folglich nur die Gerade von A nach 5, sowie die 
Tangente in J. an den Kegelschnitt Jz sein. Es folgt 
daraus, daß der sich selbst entsprechende Kegelschnitt Ic 
die Seiten CA und G^ des Hauptdreieckes der Kollineation 
in A und jB berühren muß. 

Wählen wir demnach auf einem Kegelschnitt Tt die 
Punkte A, B, D, D' willkürlich, C aber als Pol von AB in 
bezug auf Je, während die Verbindungslinie DD' nicht durch C 
geht Dann wird durch das Hauptdreieck ABC und durch 
D, D' eine Kollineation festgelegt. Dem Kegelschnitt durch D, 
der n A und B die Seiten CA und CB berührt, entspricht 
ein Kegelschnitt durch D', der in A und B die gleichen 
Linien berühren muß, d. h. der Kegelschnitt h entspricht 
sich selbst in der dadurch bestimmten kollinearen Beziehung. 
109. Enthält nun jede Kollineation einen solchen sich 
selbst entsprechenden Kegelschnitt? Um darüber Aufschluß 
zu gewinnen, projizieren wir die entsprechenden Punkte D, D' 
aus A, B, C auf die gegenüberliegenden Seiten des Haupt- 
dreiecks und erhalten dadurch entsprechende Punkte X, X', 
JT, r, Z, Z\ Es ist dann: 



§ 18. Spetielle Kollineationen. 183 

{BCXX')^A(BADD') 
nfld 

{GAYT)^B(BADI)') 

Dabei verstehen wir unter der Geraden^ welche von A nach A 
geht^ natürlich die Tangente in J. an den Kegelschnitt k. 
Vier Punkte eines Kegelschnittes werden aber aus irgend 
zwei Punkten desselben durch vier Strahlen vom gleichen 
Wert des Doppelverhältnisses projiziert: es folgt midiin 

{BCXX') = {CAYY') 
oder (92.) 

k = h 

Die beiden zu den Seiten CB und CA gehörigen In- 
varianten der Kollineation sind also einander gleich, wenn 
dieselbe einen die Punkte A und B enthaltenden Kegelschnitt 
in sich überführt. 

Sind umgekehrt diese beiden Invarianten gleich und X, X' 
bezw. Yy Y' zwei Paare entsprechender Punkte auf den 
Seiten B C und A C, so schneiden sich A X und BY in 
einem. Punkte D und A X' sowie B Y' im entsprechenden 
Punkte D' und es ist klar, daß durch D und D' ein Kegel- 
schnitt geht, der CA und CB in A bezw. B berührt. Denn 
wenn vier Punkte aus zwei anderen Punkten je durch vier 
Strahlen vom gleichen Wert des Doppelverhältnisses projiziert 
werden, so liegen auch umgekehrt diese sechs Punkte auf 
einen Kegelschnitt. Damit ist aber gezeigt: 

Im allgemeinen enthält eine Kollineation keinen 
sich selbst entsprechenden Kegelschnitt. Dies ist 
immer und nur der Fall, wenn zwei der Invarianten 
der Kollineation einander gleich sind. Eine Kol- 
lineation dieser Art führt dann aber gleichzeitig un- 
endlich viele Kegelschnitte in sich über, welche 
sämtlich die beiden zu den Invarianten gehörigen 
Seiten des Hauptdreiecks in den Schnittpunkten mit 
der dritten Seite desselben berühren. 

110. Soll in einer Central-Kollineation ein Kegel- 
schnitt aufibreten, der in sich selbst transformiert wird, so 
muß er die Achse und den Mittelpunkt der Kollineation 
als Polare und Pol besitzen. Ein Strahl durch den Mittel- 
pnnkt der Kollineation wird entiSprecViend.e 1?\vsösXä «»ä 
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dem Kegelschnitt ausschneiden. Da aber diese harmonisch 
liegen zu Pol und Polare, so muß unter dieser Voraussetzung 
die Centralkollineation überhaupt eine involutorische sein (107). 
Ist dies nicht der Fall, so kann die Centralkollineation einen 
Kegelschnitt, der Mittelpunkt und Achse der Kollineatioii 
zu Pol und Polaren hat, nur wieder in einen anderen voa 
der gleichen Eigenschaft überfuhren. Es werden also dann 
die Kegelschnitte einer jeden solchen „Büschelschar^' paar- 
weise in einander transformiert. Wir können folglich zu- 
sammenfassend bemerken: 

Eine allgemeine Centralkollineation enthält keinen 
in sich selbst übergehenden Kegelschnitt. Führt 
eine Centralkollineation einen Kegelschnitt in sich 
selbst über, so muß derselbe involutorisch auf sich 
bezogen sein, und die ganze KoUineation wird eine 
involutorische. Eine involutorische Centralkolli- 
neation endlich fuhrt c»* Kegelschnitte in sich über, 
nämlich aUe, welche den Mittelpunkt und die Achse 
als Pol und Polare besitzen. 

111. Ist das Hauptdreieck reell und benutzen wir das- 
selbe als Fundamentaldreieck, so bestätigen wir diese Resultate 
auch leicht durch die Rechnung. 

Die zu den Seiten -^^-^g, A^Ai, A^^Äg gehörigen In- 
varianten sind durch die Gleichungen (2) von 92. bestimmt. 
Die Büschelschar von Kegelschnitten, welche in A^ und A^ 
die Seiten AiA^ und A^A^ berühren, wird 

xp — X x{x{ = 

Sie geht durch die KoUineation über in 

2 2^ {\ 

%8^3 AÄ^i 0^22 ^1 ^2 ^^ ^ 

Im allgemeinen wird also kein Kegelschnitt dieses Systems 
in sich transformiert. Wenn aber 



oder 



2 ^ ^ 

"33 "= "11 ^22 



Jl —32 



\ 



SO geht jeder Kegelschnitt der Büschelschar in sich 
selbst über. 
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För eine Centralkollineation ist 0,^ >= 
inlteii die Bedingung 

Ou = all oder ata = + "ti 
Bis positive Vorzeichen liefert statt der Kollineation eine 
Identität, das negative die involutoriacbe Centralkollineation. 
Aof den Zusammenhang dieser Betrachtungen mit dem 
i%eineinen Problem, eine quadratische Form durch lineare 
Snbstitation in sich zu transformieren, kommen wir später 
noch zurück. 




112. Wir fugen dagegen hier folgende praktisclie 
Angabe an: Von einem Kegelechnitt liegt ein Teil gezeichnet 
vor; ist derselbe eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel? 

Wählen wir auf dem gegebenen Bogen zwei Funkte A^^ 
und Bfl {Fig. 46) und zeichnen in ihnen die Tangenten a 
und 6, welche sich in S treffen mögen. Die Verbindungs- 
linie Ai,Ba oder s und dieser PunJkt S mögen als Achse 
und Centmm einer involutorischen Centralkollineation be- 
nutzt werden. Dann führt diese den vorgegebenen Kegel- 
schnitt jedenfalls in sich über. Zeichnen \m; die Linie, 
\reScbe in der Mitte «wischen S und s vetVäoSt, ao ^aV. &ct 
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Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nach- 
dem diese Linie (m', v) das gegebene Bogenstück nicht 
oder in zwei Punkten oder in zwei zusammenfaUenden 
Punkten schneidet (107.). Dies Kriterium rührt schon von 
Poncelet her. 

In der Figur sind noch die Asymptoten der Hyperbel 
gezeichnet als die Linien, welche den Tangenten in den 
Schnittpunkten P und Q entsprechen. Der Schnittpunkt 
der Asymptoten gibt den Mittelpunkt M der Hyperbel. 



§ 19. Die reziproke Beziehung der Grundgehilde 
zweiter Stufe auf sieh selbst. 

Reziproke Systeme in der gleichen Ebene. 

113. Bevor wir zu Anwendungen der kollinearen Be- 
ziehung in anderen Gebieten übergehen, wollen wir, der 
späteren Entwiekelungen wegen, noch in aller Kürze die 
reziproke Beziehung auf dem gleichen Träger besprechen. 
Ein und dieselbe Ebene sei als e imd gleichzeitig als «' 
bezeichnet imd durch die Gleichungen (11) von (75.) rezi- 
prok in sich selbst transformiert. Die Koordinaten Xi und 
f/ ebenso wie x/ und f/ mögen sich auf ein einziges Koor- 
dinatensystein beziehen. Einen Punkt des Punktfeldes können 
wir als zur einen oder anderen Ebene gehörig betrachten. 
Er heißt dann P oder Q^ und seine Koordinaten erhalten 
die Bezeichnung Xi bezw. x/. Aus den Gleichungen (11) 
bezw. den am genannten Orte daraus abgeleiteten (14) ergibt 
sich als entsprechendes GebUde eine Gerade p' bezw. q. 
Ebenso sind jeder Geraden des Feldes zwei Punkte zu- 
geordnet. 

Damit werden wir bereits auf die ausgezeichneten 
Elemente hingewiesen, nach denen wir im Gegensatze zur 
Kollineation hier zu fragen haben: 

a) Gibt es in jedem der beiden Systeme Elemente, 
die mit ihren entsprechenden vereinigt liegen? 

b) Gibt es Elemente, für welche sich die beiden 
ihnen entsprechenden Elemente vereinigen, die diesen 
folglich in jedem der beiden Systeme, d. h. in- 
volutorisch entsprechen? 
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Um die erste Frage zu beantworten^ haben wir die 
Bedingimg aufzustellen dafor^ daß z. B. ein Punkt X{ der 
Ebene e in der ihm vermöge der Gleichungen (11) ent- 
sprechenden Geraden {/ gelegen sei: es muß also sein 

f i'rci + f«'^ + iix^ - 
und dies gibt für Xi die Gleichung 

<1) JS^ = aux] + 022^:2 + (h&^ + 

+ K2 + «12)^^2 + («18 + a8iK^8+(ö28 + «82)^^3 = 

Ganz die nämliche Relation ergibt sich, wenn wir den 
gleichen Punkt als zur Ebene e' gehörig betrachten und 
wieder verlangen^ daß die ihm entsprechende Gerade durch 
ihn hindurchgehe. 

Soll andererseits eine Grerade den ihr entsprechenden 
Punkt selbst enthalten^ so müssen ihre Koordinaten, wie 
eine analoge ßechnung sofort zeigt, die Gleichung befriedigen: 

(2) Kg = auf! + CL2t£2 + «88^ + 

+ («12 + 021) f if 2 + Ks + Osi) f if 3 + («28 + «32 ) f «f 3 = 

Damit ist also gezeigt: 

Hat ein £3ement, zur einen Ebene gerechnet, die 
Eigenschaft, das entsprechende Element zu enthalten, 
so konunt ihm die gleiche Eigenschaft auch zu, 
wenn es als zur anderen Ebene gehörig betrachtet 
wird — femer: 

Alle Punkte (der einen oder andern Ebene), 
welche die ihnen entsprechenden Geraden enthalten, 
liegen auf einen Kegelschnitt Kp; alle Geraden (der 
einen oder andern Ebene), welche die ihnen ent- 
sprechenden Punkte tragen, umhüllen einen JLegfA" 
schnitt Kg. 

114. Die Kurven K^ und K^ können ganz imaginär 
sein; dann enthalt das Punktfeld überlianpt keine reellen 
Elemente von der unter a) geforderten Kigenu^.'liaft ika 
reeller Existenz dieser K^ebehnitte könn/m wir ihre eegen- 
seitige Lagenbeziehung rein geometrisch ymiUtr vmiA^t^n, 
Ist P, C ein Punkt von Kp^ m ^ttli^m dLr^ haiAim ilun ent- 
sprechenden Geraden />', q durch üj« hiridureh* l>utm anir 
halten denmach die ihnen zu^üftAuftUtn l^unkte, tol^VnAi 
berühren sie Aea Kegekchniit K^ (Fig. 47> 
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j^edem Punkte von Kp entsprechen also die von 
ihm aus an Kg gehenden Tangenten und jeder Ge- 
raden, welche Kg berührt, sind die Schnittpunkte 
derselben mit Kp zugeordnet". 

Nehmen wir weiter an, die beiden Ortskurven Kp und 
Kg hätten einen Punkt gemein, den wir mit X, Y' bezeichnen 
(Kg. 47). Die beiden ihm entsprechenden Geraden x% y 

vereinigen sich mithin 
in der Tangente in X 



WZ 



an Kg. Diese Gerade 
x'y y hat aber dann 
auch die Eigenschaft, 
daß die beiden ihr ent- 
sprechenden Punkte X, 
Y' in einen zusammen- 
fallen. Das kann nach 
dem Obigen nur ein- 
treten, wenn die be- 
trefFende Gerade den 
Kegelschnitt j^ berührt. 
Also berühren sich Kp 
wnAKg in dem Punkte X. 
Damit ist bewiesen: 

„Wenn sich Kp 
und Kg in reellen 
Punkten begeg- 
nen, so berühren 
Fig. 47. sie sich in diesen 

Schnittpunkten". 

Die beiden Kegelschnitte berühren sich mithin doppelt, 
in X und in U. Allerdings können diese beiden Punkte 
auch konjugiert imaginär sein: dann haben die beiden (reellen) 
Kegelschnitte in ihnen eine ideelle Berührung: die Rechnung 
macht zwischen diesen Fällen keinen Unterschied. Wir 
wollen bloß den in der Figur bezeichneten Fall ins Auge 
fassen. Die Tangenten in X und U begegnen sich in einem 
Punkte TT, Z' und ihm entspricht als Schnittpunkt von y, v 
bezw. x'y u' stets die Polare Y'V oder X Z7, die also mit 
m;', z zu bezeichnen ist. Dem Punkte TT ist folglich w' in- 
volutorisch, d.h. in jedem der beiden Systeme zugeordnet. 
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Damit haben wir ein Elementenpaar gefunden^ das der unter 
bj gestellten Frage entspricht Auch die Punkte X und U 
Üben die gleiche Eigenschaft, aber bei diesen tritt noch der 
weitere Umstand hinzu, daß die ihnen involutorisch ent- 
sprechenden Geraden durch diese Punkte hindurchgehen. 

Wählen wir das (als reell vorausgesetzte) Dreieck X U W 
ib Eoordinatendreieck A^A^A^, so gewinnen wir für die 
Korrelation folgende Darstellung: 

(3) i[=^a^X^ ^i^(hl^l ^8=038^3 



und die beiden Kurven Kp und Kg werden 
(5) Kp = (ai2 + «21)^1 ^2 + 0^88^8 = 

(6) £^^ = 088 (ai2 + (hl) f l f 2 + «12 «21 f 8 = 

Das Polarfeld. 

115. Um direkt die involutorischen Elementenpaare 
korrelativer Systeme zu ermitteln, finden wir als Bediiigung 
to*, daß einem Punkte Xi die gleiche Gerade f,- in beiden 
Feldern entspreche, das System der Gleichungen: 

^1^1 "T" %2'^2 ~\~ %3^3 ^^ /^ («11*^1 ~t~ «21*^2 "f" «31 •^s) 
^1*^1 I «22*^2 1 «28*^8 ^^ A^(«12'^l "T «22*^2 "T «32*^8/ 
^31*^1 "1" «32*^2 "T «33 »^S ^^ /^ («13*^1 "T «23*^2 "T «33 '^8) 

wobei /* ein Proportionalitätsfaktor. Für dessen Bestimmung 
«i?ibt sich die kubische Gleichung: 



%1 (1 — M) «12 /^ «21 «13 — i« «31 

«21 A*«12 «22(1 J^) «23 — /^«32 

«31 M' «13 «32 — )« «23 «33 (1 f^) 



= 



Im allgemeinen können folglich höchstens drei solche in- 
volutorische Elementenpaare auftreten. Eine Wurzel dieser 
Gleichung ist immer reell; ihr entspricht, wie eine nähere 
Untersuchung zeigt, ein Elementenpaar von der Art W, w' 
das also in jedem Fall reell existiert. 
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Daran knüpft sich unmittelbar die weitere Frage: Ist 
es möglich^ daß alle Elementenpaare der Korrelation 
einander involutorisch entsprechen und wann tritt dieser 
spezielle Fall ein? 

Eine jedenfalls hinreichende Bedingung dafür können 
wir sofort angeben: wenn 

(7) aa = a,.» (i, Ä = 1, 2, 3) 

so entspricht jedem Punkte die gleiche Gerade, da die 
obigen Gleichungen (für jii = 1) dann erfüllt sind. Die beiden 
Kegelschnitte Kp imd Kg werden jetzt 

(8) Kp = aiiXi + 022^2 + «88^8 + 2aiiXi x% 



sowie 



2 



(9) Kg = Oiifi + 022^2 + «38 fs + 2012^1^2 

+ 2012^1^3 + 2023^2^3 = 

Der zweite stellt den ersten Kp vor, geschrieben in 
Linienkoordinaten: es fallen also beide Kegelschnitte zu- 
sammen in einen Ordnungskegelschnitt K. Einem Punkte 

x] entspricht die Gerade 

(«11^1 + «12^2 + «18^3)^1 + fel^l + «22^2 + «28^8)^2 
+ («81^1 + «82^2 + «88^3)^8^= 

Dies ist die Polare des Punktes a:? in bezug auf den Kegel- 
schnitt K Die Korrelation geht mithin über in die polar- 
reziproke Beziehung in bezug auf einen Kegelschnitt. Die 
Punkte und Tangenten dieses „Ordnungskegelschnittes" haben 
allein die Eigenschaft, daß für sie entsprechende Elemente 
in einander Hegen. Die polar-reziproke Beziehung ist übrigens 
ganz unabhängig von der reellen Existenz* dieses Kegel- 
schnittes definiert. Sie besteht ebenso, wenn der Ordnungs- 
kegelschnitt ganz imaginär wird imd dient dann umgekehrt 
dazu, ihn zu definieren. 

Um rein geometrisch den Übergang aus der Korrelation 
in die Polarreziprocität zu verfolgen, hat man folgenden Satz^ 
zu beweisen: 
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Kommt es in einer reziproken Beziehung zwei- 
mal vor, daß sich zwei Elemente involutorisch ent- 
sprechen, ohne in einander zu liegen , so ist die 
Beziehung durchweg eine involutoriHcho. 

Dem Schnittpunkte der beiden Geraden , die involuto- 
risch bezw. den zwei Punkten entsprechen , muß dann ja 
auch involutorisch die Verbindungslinie dieser beiden Punkte 
zugewiesen sein. Man kann sich folglich, dies vorausgesetzt, 
eine polar-reziproke Beziehung geometrisch geben, in d(»m 
man in einem Dreieck jeder Ecke die gegenüberliegende Seite 
and außerdem einem beliebigen Punkte eine beliebijije Gerade 
raordnet. 

Sich selbst entsprechende Kegelschnitte einer 

Korrelation. 

116. In Übereinstimmung mit den Betrachtungen von 
108 ff. erledigen wir noch folgende Frage: 

Treten in einer allgemeinen Korrelation sich selbst 
entsprechende Kegelschnitte auf? 

Es werde die Annahme gestattet, daß das Hauptdreieck 
^UW ier Korrelation (114.) vollständig reell ist, so daß 
wir zur Darstellung der Beziehung die obigen Gleichungen 
(3) und (4) verwenden können. 

Soll nun ein Kegelschnitt reziprok in sich selbst über- 
gefiihrt werden, so werden auf ihm zwei (reelle oder ima- 
ginäre) Punkte vorhanden sein, welche auf den ihnen ent- 
sprechenden Tangenten liegen. Im vorliegenden Falle müssen 
diese mit A^ und Ä2 und die Tangenten in ihnen mit Ä^^A.^ 
Bnd Ä^Ag zusanunenfallen. Ein durch die Korrelation in 
ach transformierter Kegelschnitt erscheint also in der Form : 

(10) X1X2 + }ixl = 

Ihm entspricht' die Kurve zweiter Klasse: 

(11) (hU{S2 + ^ai2a2iSi^ = 

h. Linienkoordinaten geschrieben wird die Gleichung des 
K^lschnittes (10) aber: 

(12) UU2 + fs-0 

Soll also ein Kegelschnitt (12) mit einem (11) zusammen- 
fallen, so ergibt sieb als Bedingung 
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oder 



A==+ ""«^ 



2 yai2 «21 

Sind diese Werte von A reell, so entsprechen ihnen zwei 
Kegelschnitte der Büschelschar (10), welche durch die Korre- 
lation in sich übergeführt werden. Es folgt also: 

Eine allgemeine Korrelation fuhrt zwei (reelle 
oder imaginäre) Kegelschnitte in sich über. 

Die Korrelation im Bündel. 

117. Für reziproke Bündel mit dem gleichen Mittel- 
punkt lassen sich ganz analoge Betrachtungen durchführen. 
An Stelle der Kegelschnitte treten Kegeläächen 2. Ordnung. 
Die involutorische Korrelation wird identisch mit der polaren 
Beziehung in bezug auf einen solchen Kegel. Jedem Strahl 
entspricht seine Polarebene in bezug auf diesen „Ordnungs- 
kegel" und umgekehrt. Nimmt man als Ordnungskegel den- 
jenigen, der nach dem unendlich fernen, imaginären Kugel- 
kreis geht, so ordnet man jeder Ebene des Büschels den auf 
ihr senkrechten Strahl zu. Dies liefert die in der Geometrie 
der Kugel sehr bekannte polare Beziehung. 



vn. Kapitel- 
Anwendungen der kollinearen Beziehung 

in anderen Gebieten. 

§ 20. Apparate zur meehanischen Beschreibimg 

koUInearer Figuren. 

Der Storchschnabel oder Pantograph. 

118. Um eine ebene Figur (Zeichnung, Karte) in eine ihr 
ähnliche zu verwandeln, um sie also aus einem Verhältnis 
in ein anderes zu übertragen, d. h. sie zu vergrößern oder — 
was in der Praxis häufiger geschieht — zu verkleinem, kann 
man sich der bekannten Vorrichtung des Storchschnabels 
oder Pantographen bedieiieii. Bei dst e\xi&.chsten Form 
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desselben sind vier Stangen in vier Gelenken drehbar zu« 
sammengefugt^ so daß diese Drehpunkte A, B, C, D ein 
Parallelogramm mit festen Seiten, aber veränderlichen Winkeln 
bilden (Fig. 48). Zwei der Seiten dieses ^^Gelenkparallelo- 




Fig. 48. 

gramms'S AD imd CD sind verlängert. Fixiert man auf 
ihnen bei irgend einer Stellung dieses Mechanismus zwei 
Punkte E und F, so daß sie mit der Ecke B in einer ge- 
raden Linie Kegen, so gut die Proportion 

PF DE 

ab" AE 

woraus wiederum folgt, daß die Punkte E und 1^ bei jeder 
Stellang des Apparates eine durch B gehende Verbindungs- 
linie Uefem. Befestigt man 
also den Punkt E auf der 
Zeichenebene und bringt 
in F einen Stift (Führungs- 
stift) an, mit dem man die 
gegebene Zeichnung nach- 
^hrt, so zeichnet ein in B 
befestigter Stift (Zeichen- 
stift) eine dazu ähnliche und 
ähnliche gelegene Figur. 
Die Veijüngung ist gegeben 
durch 

EB'.EF^EAzED 

Bei einer andern^ eben- 
falls «ehr bekannten Form 
des SioTcbschnabels trägt rig.49. 

Doehlemann, Cteometriache TranBfonnationen. \^ 
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ein Grelenkpanillelc^ramm AB CD ein verschiebbares St^ 
gUed EF (Fig. 49). Ist dieses, parallel AB, festgeateOt 
und bezeichnet man bei irgend einer Stellang des Mechui»- 
muB den Scbmttpunkt von EF und der DiE^nale mit G, i 
so bleibt w^en i 

GF:AB=GF:CB 
der Punkt G bei jeder Stellung des Farallelogramms auf . 
der Diagonale gelegen. 

Fixiert man also den Punkt G des Steggliedes und läßt ' 
A eine Figiu durchlaufen, so beachreibt C eine dazu ahn- ' 
liehe und ähnlich geleeene. G ist in diesem Falle fiir beide \ 
lerne ein innerer Ähnlichkeitspunkt. \ 




Wir fügen noch bei zwei Abbildungen von nach diesem 
Prinzip konstruierten, frelacb'w«beiideii Pantographen aus dem 
watb. mecb. Institut von G, CoTa.&.v, ^l^«\.Oti. "^sä. dem. 



§ 20. Apparate zur mechanifchen Betchreibang u. i. f. 195 

in Abbildung 2 dargestellten Apparat ist eine Ecke (/)) des 
GelenkparaUelogramms fixiert Wahrend diese Yorrich- 
tongen schon lange bekannt sind*^, stammt folgende Ver- 
allgemeinerone des Pantographen erst aus neuerer Zeit.^*) 
An ein Grelei]S:paralielogramm AB CD (Fig. 50) sind in der 




Fig. 60. 

Art, wie es die Figur zeigt, ähnliche Dreiecke B CE und 
CDF angegliedert. Eine leichte Überlegung läßt dann er- 
kennen, daß auch 

AABl^ c^ABCBcK^A CDF 

Denn unter Benutzung der aus der Figur erkennbaren Be- 
zeichnungen haben wir: 

< FCE^v = 360 — i — (/? + y) 

=- 360 — (180 — /i) — (180 — a) 
also: 

Weiter gilt die Proportion: 

BC:FC = DF: CF 
oder: 

ÄD:DF=EC: CF 



*) Als Erfinder gilt der Jesuit Christof Scheiner, der sie in 
seinem Werke beschneb: „Pantographice sen ars delineandi res qnas- 
libet per parallelogrammnm lineare seu caymn, mechanicum, mobile^S 
Bomae, 1681. 

**^ Sylvester; „On tbe Piagiograph aliter th© S^e7i'PMi\.\\gtv5\i'*. 
Nainre. July 1, 1875. VoL XII, Seite 168. 

1^* 
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80 geht Oi2 über in das sogenannte ^,Momentancentnim^ 0, 
das zu diesem Momente der Bewegung gehört Durch 
gehen (Fig. 53) die Normalen an alle £e Kurven^ die von 




Fig. 58. 

den Punkten des bewegten Systems beschrieben werden. 
Die Angabe zweier Normalen genügt demgemäß, um die 
Normale fiir die Bahn eines jeden Punktes der Ebene zu 
bestimmen. 

Während des unendlich kleinen Zeitintervalles dt kann 
die Bewegung des starren Systems ersetzt werden durch 
eine unendlich kleine Drehung um den Winkel dq). Setzt man: 

d(p 

so sind die Geschwindigkeiten der Punkte A, JBj (7, . . . 

^^„=0^.tga, BB,= OB'tga, CC„=OC'tga 

Trägt man dieselben als Strecken auf den Tangenten an, so 
bilden die Punkte Av, B^, 6\,, ... oflTenbar ein dem Punkt- 
feld Ay By C ähnliches und zwar gleichsinniges System (Kg. 53). 
Das Momentancentrum ist wieder der einzige reelle Doppel- 
punkt der beiden Ebenen (vergl. 96). Durch die Angabe 
eines einzigen Punktes, z. B. von A„j sind die Geschwindig- 
keiten aller übrigen Punkte bestimmt. 

Trägt man in ähnlicher Weise die Beschleunigungen der 
Punkte eines starren, ebenen Sjy^tfem^ \w ÄKSi\W«n zukommen- 
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den Sichtungen als Strecken AAj^ SBj, ... an, so bilden die 
Punkte Aj, Bj u. 8.f. abermals ein zu dem ursprünglichen 
ähnliches System« Der Doppelpunkt dieser Systeme liefert 
den einzigen Punkt des bewegten Systems, der die Be- 
schleunigung besitzt Er heißt der Beschleuniguugspol. 
Eine eingehende Erörterung dieser Dinge findet sich in 
Burmester: ^^Lehrbuch der Kinematik.'' Leipzig 1888. 

Der Perspektograph von H. Ritter. 

120. Auch die Perspektive Beziehung zweier im Räume 
gelegenen Ebenen kann man vermittels gewisser Mechanis- 
men, die als Perspektographen bezeichnet werden, 
mechanisch durchführen. Durch seine Einfachheit zeichnet 
sieh der von dem Architekten Hermann Ritter in Frank- 
fort a. M. erdachte Apparat aus, der im folgenden be- 
schrieben werden soll.*) 

In Figur 54 möge die Ebene e durch Centralprojektion 
ans dem Punkte 0, dem Auge, auf die Bildebene e' 
abgebildet werden. In dieser Perspektive entspricht also 
einem Punkte P von e der Schnittpunkt P' des Strahles OP 
mit €\ Zu diesem Bildpunkte P' kann man dann aber 
auch auf folgendem Wege gelangen: wir legen durch 
eine Ebene -\\- zu e% welche der Ebene e in t? begegnet, 
wobei V parallel sein wird zur Schnittlinie s von e und e'. 
Vom Auge aus fällen wir in dieser Parallelebene eine 
Senkrechte 00^ auf v und machen ferner: 

0,0o=-00^ 

Treffen die Verbindungslinien POq und POj^ in Pq b^w. P^ 
die Gerade s, so steht auch P^P^ senkrecht auf s, und 
weiter ist: 

P.P.^P'P, 

Klappen wir demnach die Ebene e' um die Spur 5 in die 
Ebene e um und sind in dieser letzteren die Linien v s 
und die Punkte 0^ und Oq gegeben, so finden wir (Fig. 55) 
das Bild Pq eines Punktes P nach der Umklappung, indem 
wir P mit den festen Punkten 0^ und Oq verbinden da- 

*) Hermaon Ritter: „Perspektograph." 2. Auflage. Frank 
fort a. M. 
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durch auf s die Punkte P^ und Pq erhalten und in P^ eine 
Senkrechte von der Länge PiPo errichten, so daß also: 

PiPo =* PiPo 

Konstruiert man zu allen Punkten P einer Figur nach 
dieser Vorschrift die zugehörigen Punkte Po', so bilden diese 




Pig. 54. 

die Perspektive der genannten Figur. Soll ein Apparat 
diese Perspektive zeichnen, wenn P das Original durchläuft, 
so muß er mithin Folgendes leisten: 

erstens hat er für jede Lage des Punktes P die 
zugehörige Strecke PiPq der Länge und Lage nach 
auf der festen Geraden s zu markieren; 

zweitens muß er diese Strecke PiPq iu P^ senk- 
recht antragen. Im Interesse der praktischen Aus- 
fuhrung liegt es dann noch, die Strecke PiPo nicht 
im Punkte P^ selbst anzutragen, sondern sie, eventuell 
noch mit einem Faktor multipliziert, um ein kon- 
stantes Stück auf s zu verschieben, damit die 
Figuren aus einander gerückt werden. 
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121. Die erste Aufgabe leistet der in Rede stehende 
Perspektography indem zwei Lineale an zwei FüLrungs- 
pnnkten (Oq, Oi) hingleiten 
(Kg. 55), wdich letztere auf 
einer Schieberführung ver- 
steQbar angebracht sind. 
Der Schnittpunkt der bei- 
den Lineale tragt den Füh- 
ruDgsstift (P), und die 
Punkte Pi und Pq werden 
anfeiner zweiten Schieber- 
inhrung markiert. 

Den zweiten Teil der 
Konstruktion fülirt ein so- 
genanntes ,,Froschsehenkel- 
system" aus. Zwei Rhom- 
ben iB CD und AEFG 
ig. 56) haben eine Ik;ke Ä 




Fig. 55. 



gemeinsam. Indem man die Seiten BÄ und EA einerseits, 
HA und GA andererseits je aus einem Stücke herstellt, vnvd 




Fig. 56. 



erreicht, daß BA stets senkrecht auf EA und ebenso DA 
senkrecht OA, Im übrigen sind beide Rhomben als Ge- 
levkpdoraßelogranmie konatniiert Die obeie ^üfiXfc 4ft» 
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Apparates findet man in der Figur angedeutet. Die 
StEUige BC ist um die eigene Lange verlängert; so daß: 

CB=^BH 

Dann ergibt sich unmittelbar^ daß: 

ÄH±AC 

Die Seiten der beiden Bhomben können in einem beliebigen 
Verhältnis stehen, so daß also: 

ÄB^k'ÄE 

/c = 1 liefert den einfachsten und gewöhnlichen Fall. 
Natürlich ist mithin auch: 

AH=^Jc'ÄF 

An dem Apparate ist nun der Ort Ä durch eine Stange 
mit dem Punkte P^, der Punkt F ebenfalls durch eine feste 
Stange mit dem Punkte Pq verbunden. Wir erhalten dann: 

ÄH= Je . AF=Jo(APj^ — FP^) = /cUPi — FPo + P^Po) 
AH^c + Tc'P^Pq 

Werden die Punkte P^ imd Po ^"^ ^'^^ Schieberführung in 
bestimmter Weise festgelegt, so richten sich darnach auch 
die Punkte A und JP, und der Endpunkt H liefert den dem 
Punkte Pq entsprechenden Punkt der Zeichnung. Ein in H 
angebrachter Zeichenstift beschreibt demnach die um die 
Strecke AP^ nach links und um das Stück c nach oben 
verschobene und im Maßstabe h geänderte Perspektive der 
von P durchlaufenen Figur. 

122. Der ganze Apparat, wie ihn die beigegebene Ab- 
bildung 3 zeigt, enthält demnach folgende Bestandteile: 

Zwei Lineale, durch deren Schnittpimkt der Führungs- 
stift P hindurch geht; 

zwei feste Führungspunkte, welche auf einer Schieber- 
führung V (in der Abbildung oben) verstellbar an- 
gebracht sind und längs welcher die Lineale gleiten; 

eine weitere Schieberführung s (in der Ab- 
bildung unten), parallel zur oberen Schieberführung an- 
gebracht. Diese untere Schieberführung enthält einen 
doppelten Schieber: ein hölzernes Schieberlineal, welches 
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selbst wieder zwei verstellbare Ösen tragt Durch 
diese enthalt eine runde Eisenstanee ihre Ffihrung; 

zwei Führungspunkte {a, f), welche auf der unteren 
Schieberführung bewegt werden. Der eine, a, ist mit 
dem hölzernen Schieber s, der andere, f, mit der 
Eisenstange fest verbunden. Die beiden Lineale, 




Abbildimg 8. 

welche um diese Führungspunkte sich drehen und 
längs derselben sich verschieben können, regulieren 
die Lage dieser beiden Punkte; 

die Froschschenkel mit dem Zeichenstift: der ge- 
meinsame Eckpunkt Ä der beiden Ehomben ist mit dem 
hölzernen Schieber und infolgedessen mit dem Führungs- 
punkte a starr verbunden; die rechte äußerste Ecke I 
des Froschschenkelsystems dagegen wird an der eisernen 
Stange befestigt, also mit dem Führungspunkt f in 
feste Verbindung gebracht. ÜbrigcDs sind zwei der 
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Seiten des einen Bhombus verlängert und jede der- 
selben kann den Zeichenstift aufiiehmen. 

In welcher Weise der Apparat zu orientieren ist, ergibt 
sich ohne weiteres. Es mag noch hinzugefügt werden, 
daß unsere ganze Betrachtung durchaus unabhängig von 
dem Winkel ist, den in Figur 54 die Ebene e mit der Bild- 
ebene e' bildet. Die genannten Konstruktionen gelten für 
jede beliebige Lage der abzubildenden Ebene e. Auf die 
weitere Verwendung des Apparates zur Abbildung räum- 
licher Objekte kommen wir noch zurück. 

Erwähnt kann blo£ werden, daß G. Hauck einen 
Apparat konstruiert hat, der es ermöglicht, aus Grund- und 
Aufriß eines räumlichen Objektes eine Perspektive des- 
selben zu ermitteln. E. Brauer hat diesen Apparat in 
konstruktiver Hinsicht verbessert. Man vergl. „Festschrift 
der technischen Hochschule zu Berlin^^ zur Feier der Ein- 
weihung ihres neuen Gebäudes am 2. November 1884, Seite 213, 
sowie „Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure", Band 35, 
1891, Nr. 28, Seite 782. 
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Bild und Umklappung einer ebenen Figur. 

123. Um die wahre Gestalt einer ebenen Figur, die 
durch ihre E>isse gegeben ist, zu ermitteln, verfährt man in 
der darstellenden Geometrie in der Weise, daß man die 
Ebene dieser Figur in die Zeichenebene „umlegt" oder „um- 
klappt*^. Dies möge an folgendem Beispiel erörtert werden: 

Ein ebenes Sechseck ist durch seine Eisse gegeben; 
dessen wahre Gestalt zu zeichnen. 

In Figur 57 sei das Sechseck, dessen Ebene in den 
beiden Tafeln die Spuren s^ und ^ ausschneidet, durch 
Grund- und Aufriß gegeben. Dreht man diese Ebene 
um die erste Spur s^ in die Zeichenebene und bestimmt 
die Lage des Sechsecks nach Ausführung dieser Operation, 
so erhält man die Umlegung und damit die wahre Ge- 
stalt des Sechsecks, die mit AqBq Cq ... bezeichnet 
ist. Aus einfachen geometrischen Gründen folgt als Be- 
stätigung des in 105. erwähnten Satzes, daß der erste 
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AiJBi und A^Bq, B^E^ und BqEq, . . . begegnen sich stets 
auf der Kollineations- oder Affinitätsachse s^. Die kon- 
struktive Verwendbarkeit dieser Beziehungen liegt auf der 
Hand. Hat man sieh einen Punkt der Umlegung^ etwa A^, 
durch Konstruktion des zugehörigen Dreiecks verschafit^ so 
kann man alle übrigen Ecken Bq, Gqj , , . vermöge der 
affinen Eigenschaften durch bloßes Ziehen von geraden 
Linien ausfindig machen und überdies bieten sich überall 
Kontrollen für die Sichtigkeit oder Genauigkeit der Aus- 
führung. 

Legt man die Ebene um t^ in die zweite Tafel um, so 
besteht der gleiche Zusammenhang zwischen dieser Um- 
legung und dem zweiten Riß der ebenen Figur. 

Endlich sind auch der erste und zweite Riß eines 
ebenen Gebildes selbst wieder afBn-perspektiv. Die zu 
dieser Affinitat gehörige Achse leiten wir durch folgende 
Überlegung ab. Die Aufrißebene steht im Räume senk- 
recht auf der Grundrißebene und wird üi diese umgeklappt. 
Dabei überstreicht sie einen rechten Winkel. Halbiert man 
diesen durch eine Ebene, welche also die Kante oder Achse 
enthält, so überzeugt man sich leicht, daß alle Punkte und 
Geraden dieser Ebene die Eigenschaft besitzen, daß sich 
ihre beiden Risse nach der Zusammenklappung der Tafeln 
vereinigen. Diese Ebene mag als Koinzidenzebene be- 
zeichnet werden. Mit der Ebene (s^^) des Sechsecks hat 
sie eine Gerade p gemein, welche offenbar durch den Schnitt- 
punkt der Spuren s^ und t^ gehen muß und deren Risse 
zusammenfallen. Jeder Schnittpunkt irgend zweier ent- 
sprechender Risse, wie i'iDi und F^D^f C^I^i und Cg A ^«s-f«? 
ist aber ein Punkt der Koinzidenzebene, muß demnach der 
Schnittlinie p angehören. Auf dieser Geraden p^, p<^ be- 
gegnen sich mithin die beiden Risse einer jeder Geraden 
der Ebene {s^t^. Diese Gerade p^, p^ gibt die Affinitäts- 
achse fiir die äffine Beziehung der beiden Risse einer ebenen 
Figur, die Affinitätsrichtung ist durch das Kantenlot (A1A2) 
fixiert. 

124. Wird eine ebene Figur, etwa ein Viereck, in 
Parallelprojektion (schiefer Projektion, Cavalierperspektive) 
dargestellt, so benutzen wir die Aufriß- oder XZ-Ebene 
als Zeiehenebene. Um die Richtung der Projektionsstrahlen 
im Räume festzulegen, darf man sich fürs erste die y-Achse 
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(Big. 58) beliebig geben^ außerdem etwa Doch einen Punkt E^ , 
der das Bild eines Punktes E sein soU^ welcher im Ab- 
stände OE^ auf der in zur Zeichenebene errichteten 




Senkrechten li^t Diese Strecke OEi, deren Parallel- 
projektion also OE^ wird, tragen wir von aus auf der 
negativen Z- Achse an. Für das Verhältnis von OE^ 

nnd 0^1 wählt man einen einfachen Bruch, z.B.: 

OEi 1 

oe; ~ 2 

Ein Punkt wird in dieser Darstellung bestimmt durch die 
Angabe von Ä und A^, welch beide Elemente auf einer 
faralklen zur Z^^ Achse liegen müssen. A ist AsiJoÄ öäx 
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Parallelriß des Baumpunktes ^ Ai der des ersten Risses 
dieses Punktes. 

Beispiele für die bei dieser Projektionsmetbode aus- 
tretenden geometriscben VerwandtschsdEten bietet folgende 
Aufgabe : 

Eine Ebene ist in schiefer Projektion gegeben, 
sowie von einem in ihr gelegenen Viereck der 
Grundriß. Man zeichne die Darstellung des Vier- 
ecks, sowie die wahre Gestalt des Grundrisses und 
des Vierecks selbst 

Sind die drei Spuren s, t, u einer Ebene gegeben 
(Fig. 58) und nehmen wir den Grundriß A^B^C^Dy^ eines 
Vierecks beliebig an, so ist das Bild ABCD daraus in ein- 
facher Weise abzuleiten. Denn auch diese beiden Systeme 
stehen zu einander in einer aflSn - Perspektiven Beziehung, 
deren Achse die Spur s ist. Der Geraden OX entspricht 
die Spur t. AB und A^B^y CD und C^D^ u. s.f. schneiden 
sich auf s. 

Wird weiter verlangt, die wahre Gestalt des Grund- 
risses des Vierecks zu zeichnen, so klappen wir zu diesem 
Zwecke die Grundrißebene um ihre Spur OX nach abwärts 
in die Zeichenebene herab. Wiederum werden nach dem 
Satz von 105. die Umlegung und der Grundriß A^B^C^D^ 
affin-perspektive Figuren sein. Da femer der auf der Senk- 
rechten in zur Zeichenebene gelegene Punkt, dessen 
Parallelriß E^ ist, bei der Umklappung der Grundrißebene 

nach El fällt, so gibt die Linie EiEl die Affinitäts- 
richtung. Bezeichnen wir die Umlegung mit A\, Bfi, . . ., 

so liegen diese Punkte auf den Parallelen zu Ei Ei durch 
Ai, Bi, ... Zieht man außerdem durch A^ eine Parallele 
zu Linie OF, so geht deren Umlegung durch den Schnitt- 
punkt der Parallelen mit OX imd ist überdies zur Linie OX 

senkrecht. Auf ihr muß ^J ebenfalls gelegen sein. Die 

Konstruktion der wahren Gestalt A^BiCiDl des Grund- 
risses des Vierecks erledigt sich damit in einfacher Weise, 

wobei noch beachtet werden kann, daß AiBi und A^Bi u. s. f. 
sich auf OX schneiden. 

Die letzte Aufgabe endlich, auch die wahre Gestalt des 
Vierecks ABCD selbst zu zeichnen, macht es noch nötig, 
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die Ebene (stu) um die Spur t in die Tafel umzulegen. 
Zum Punkte A konstruiert man dann vorerst den Aufriß ^ 
durch Ergänzung des aus Figur 58 ersichtlichen Pandlelo- 
grammes: das von A^ auf t gefällte Lot ist ein erster Ort 
für die ümlegung Aq, Die y-Ordinate des Punktes A, 
aus der vorigen Umlegung bekannt, ermöglicht aus einem 
rechtwinkeligen Dreieck den Abstand des Punktes A^ von t 
zu entnehmen. In der Verbindungslinie AAq gewinnt man 
folglich die Sichtung der Affinität der perspectiven Systeme 
Aqj Bq, . . . und A, B, , . ., deren Achse t ist. Die wahre 
Gestalt A^BqCqDq des Vierecks kann dann ohne Mühe 
gefunden werden. 

Die in den Figuren 57 und 58 dargestellten geo- 
metrischen Verwandtschaften, wie sie zwischen den Rissen 
und Umlegungen eines ebenen Systems auftreten, führen zu 
afgn-perspektiven Beziehungen zwischen einem Kreise und 
einer Ellipse oder zwischen zwei Ellipsen, wenn statt des 
im Kaume gelegenen Polygons ein Kreis der Betrachtung 
zu Grunde gelegt wird. Statt dies näher auszuführen, 
behandeln wir im folgenden einige speziellere Ellipsen- 
Konstruktionen. 

Die Ellipse als affines Bild des Kreises. 

125. In einer unter dem Winkel (p gegen die Zeichen- 
ebene geneigten Ebene liege ein Kreis vom Radius a, dessen 
Mittelpunkt M in der Zeichenebene, also auf der Spur s (Fig. 59) 
sich befinden möge. Diese Spur enthält den Durchmesser AA' 
des Kreises. Projiziert man den Elreis orthogonal in die 
Bildebene, so erhält man nach bekannten Sätzen eine EUlipse, 
deren große Achse mit AA' zusammenfällt, während die 
kleine Achse die Projektion des zu AA' senkrechten Kreis- 
durchmessers wird. Bezeichnen wir deren halbe Länge 
mit h, so ist: 

6 = MBi = a • cos 9? 

Um eine Konstruktion der Ellipse zu erhalten^ legen wir 
den Kreis in die Zeichenebene um und benutzen die affine 
Beziehung zwischen der Umlegnng und der Ellipse. Dem 
Punkte J^o z* B. entspricht B^, 8 ist die Affinitätsachse. 
Demnach können wir zu einem Punkte Pq des umgel^ten 
Kreises den zugehörigen Ellipsenpunkt i\ finden^ indem wir 

Doehlemamiy OeometrUebe TrmiufonDAtioiieii. 14 
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BaPf, nüt s zum Schnitt bringen und diesen Punkt T mit 
B, verbinden. Auf dieser Linie B,!* schneidet die Senk- 
rüshte P^Q zu s den Ellipsenpunkt P^ aus. 




Um diese Konstruktion von dem Punkte T unabhängig 
zn machen, ziehen wir durch P^ eine Parallele zu s, weläie 
mit dem GadiuB P^M den Schnittpunkt P" bestimmt. Dann 
folgt aus: 

P'MP^Q B^M 

P^~ PoQ~ BoM 

P'M = BiM = h 
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AUe Paukte P' lie^n folglich auf einem Kreise über 
der kleinen Achse der EUipse. Geht man von den beiden 
konzentrischen Kreisen mit den Badien a und h aus, so 
ergeben sich Punkte der Ellipse durch folgende Konstruktion: 
wir ziehen irgend einen Dunshmesser der beiden Kreise, der 
die Schnittpunkte Pq und P' liefert; eine Parallele durch Pq 
zur kleinen Achse und durch P' zur großen schneiden sich 
in dem Punkte P^ der Ellipse. In der Figur 59 sind einige 
Pankte des unteren Bogens der Ellipse auf diese Weise 
konstruiert 

Diese punktweise Konstruktion der Ellipse stellt nichts 
anderes vor als einen konstruktiv bequemeren Ausdruck für 
die Projektion der Ellipse aus dem Kreise über AA' oder auch 
für die afBne Beziehung beider Kurven. Diese gibt uns auch 
die Möglichkeit^ Aufgaben, die sich auf die Ellipse beziehen^ 
dadurch zu behandeln^ daß man dieselben auf das afBne 
System des Kreises übertragt, für diesen die Lösung durch- 
fährt und diese dann wieder in das gegebene System zurück- 
transformiert. 

126. Dieser Gedankengang führt bei den folgenden 
Aufgaben zu einfachen Lösungen: 

Von einer Ellipse sind die beiden Hauptachsen der 
Lage und Größe nach gegeben. Man zeichne: 

a) in einem gegebenen Punkte der Ellipse die Tangente 
und Normale; 

b) zu einem gegebenen Durchmesser der Ellipse den 
konjugierten; 

c) die Schnittpunkte einer gegebenen Geraden mit der 
Ellipse; 

d) die Tangenten, die parallel einer gegebenen Geraden 
an die Ellipse gehen; 

e) die Tangenten, die durch einen gegebenen Punkt an 
die Ellipse gehen; 

f) zu einem gegebenen Punkte die Polare; 

g) zu einer gegebenen Geraden den PoL 

Ad c) Als Beispiel sei die Aufgabe behandelt, die 
Schnittpunkte der gegebenen Geraden g^ mit der Ellipse zu 
konstruieren, deren Hauptachsen -4iJ.( und JBiJBi sind (Fig. 60). 
Zunächst verschaflfen wir uns die Gerade g^, welche in dem 
affinen System des Kreises über AiA[ als Durchmesser der 
Geraden ^ entspncht Ziehen wir in B^ öie T«xvg£Vi\Ä t^ 

14* 
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an die £llipse, welche parallel AiÄi verläuit, so wird dieser 
Geraden die Parallele t^ durch Bq zugeordnet sein, und dem 
Schnittpunkte 2\ von g^ und ^ entspricht der Schnittpunkt Tq 
der Senkrechten zu AiÄi mit ^. Da weiter g^ und gQ sich 
auf der Achse ÄiAi begegnen, so ist gQ bestimmt. Die 




Flg. 60. 

Schnittpunkte Mq, Nq von gQ mit dem Kreise liefern zurück- 
projiziert die verlangten Schnittpunkte M^ und N^ der 
Geraden g^ mit der Ellipse. Sie sind mit der gleichen 
Genauigkeit konstruiert, mit der man die Schnittpunkte 
einer Geraden und eines Kreises graphisch ermittelt. 

127. Die Figur 59 läßt endlich noch eine andere Auf- 
fassung zu. Denken wir uns den Kreis über BxB( in der 
Zeichenebene liegend, die Ellipse dagegen aus derselben 
herausgedreht und zwar um die Gerade BiB(. Welchen 
Winkel dann auch die Ebene der Ellipse mit der Zeichen- 
ebene bUdet, die Orthogonalprojektion der Ellipse in diese 
ist jedenfalls wieder eine Ellipse, deren eine Achse mit 
BiBi sich deckt. Wählt man den Neigungswinkel 9?, der 
durch die Beziehung gegeben ist: 

h 
cos w = - 
a 

80 wird (Fig. 59 oben) auch die andere Achse der Projektion 
= 2i und diese selbst gett m den TLx^Sa \fc^x B\Bv über 
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Denmach kann die Ellipse auch zu diesem Kreise in eine 
affine Beziehung gebracht werden. Dem Punkte P^ ent- 
spricht P' u. s. f., und BiBi ist die Achse für diese 
Affinitat. 

Auch diese Eigenschaft laßt sich in konstruktiver Hin- 
sicht verwerten. Z. B. muß die Tangente im Punkte P^ 
der Ellipse einerseits durch den Punkt X gehen, in welchem 
die Ereistangente in Pq die Achse 8 trifft, andererseits aber 
auch durch den Punkt F, welchen die Tangente in P' an 
den kleinen Kreis auf BiBf bestimmt. Schließlich kami 
man die Ellipse der Figur 59 auch noch als eine Parallel- 
projektion des um BiB{ gedrehten kleinen Kreises be- 
trachten, was zu der gleichen affinen Beziehung führt. 

128. Setzen wir die Tatsache als bekannt voraus^ daß 
auch eine beliebige Parallelprojektion eines Kreises eine 
Ellipse liefert, so können wir daraus eine Konstruktion 
dieser Kurve aus zwei beliebigen konjugierten Durchmessern 
ableiten. Denn sind PP und QQ' zwei solche (Fig. 61), 




Fig. 61. 

80 denken wir uns einen Kreis über PP als Durchmesser 
beschrieben und demselben unter irgend einem Winkel 
gegen die Zeichenebene geneigt. Der Durchmesser QQ' 
^d dann unter allen Umstanden das Bild des zu PP 
senkrechten Kreisdurchmessers sein, wodurch die Richtung 
öer Projektionsstrahlen bestimmt ist. Im übrigen interessiert 
uns die Lage des Kreises im Räume nicht weiter, da wir 
denselben doch in die Zeichenebene hereinklappen, und 
beachten, daß nach 105. der Kreis und die mvp^^ ^S&dl- 



214 ^^I« Anwendungen der kollinearen Beziehung n. 8. f. 

perspektiv sind. Ist MQo = MP und senkrecht zu diesem 
Durchmesser, so kennen wir in der Verbindungslinie QQo 
die Richtung^ in PP' die Achse dieser Affinitat. Aus 
den Punkten dieses Kreises leitet man dann weitere Punkte 
der Ellipse durch ParaUele zu den Seiten des Dreiecks JHQ Qq 
leicht ab, wie dies Figur 61 zeigt. 

Damit haben wir auch die Mittel, um die vorher unter a) 
bis g) erwähnten Aui^ben über die Ellipse auch dann zu 
lösen, wenn die Ellipse statt durch die Hauptachsen in 
allgemeiner Weise durch ein Paar konjugierter Durchmesser 
gegeben ist. Die Figur 62 gibt die vollständige Konstruktion 




Fig. 62. 



fiir den Fall e), wobei es sich darum handelt, von dem 
Punkte A aus die Tangenten an die durch die konjugierten 
Durchmesser PP' und QQ' bestimmte ElKpse zu zeichnen. 
Man wird sich dann zunächst den Punkt Aq im affinen 
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Piinktfeld des Kreises verschaffen^ von ihm aus an den 
Ereis über PP* als Durchmesser die Tangenten ziehen^ 
welche samt ihren BerOhrongspunkten in das Ponktfeld der 
Ellipse übertragen die iresuchten Tamrenten ÄX und ÄY 
der ElUpse mit>n Ber^ningspunkt^tT and V liefern. 

Weitere Beispiele findet man auch bei v. Peschka: 
^eie Perspektive." 2. Auflage. Leipzig 1888. • Band 1, 
Seite 259. 

Schnitte von Cylindern^ Kegeln, Prismen, 

Pyramiden. 

129. Bezieht ein Strahlenbündel mit endlichem oder 
unendlich fernem Mittelpunkt zwei Ebenen perspektiv auf 
einander, und greift man aus dem Bündel eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Strahlen heraus, welche also einen 
Kegel oder Cylinder bilden, so befinden sich die beiden 
Schnittkurven mit den Ebenen als Bestandteile der Per- 
spektiven Ebenen auch wieder in perspektiver Lage. Da- 
durch wird es möglich, die Sätze über Perspektive Punkt- 
felder für die Schnitte von K^ln und Oylindem, eventuell 
auch von Pjnruniden und Kegeln, nutzbar zu machen. Wir 
wollen dies an einigen Beispielen erörtern. Fürs erste 
handle es sich um folgende Aufgabe: 

In der ersten Tafel ist ein Kreis gegeben; man 
legt durch ihn in beliebiger Richtung einen Cylinder. 
Den Schnitt desselben mit der zweiten Tafel (die 
zweite Spur) zu zeichnen. 

Ist M der Mittelpunkt des Kreises, g eine der Mantel- 
linien des Cylinders, deren erster Riß den gegebenen Kreis 
berührt (Fig. 63), so ziehen wir durch M eine Parallele zu g; 
die zweite Spur T^ dieser Geraden liefert den Mittelpunkt 
der Ellipse, in welcher der (elliptische) Cylinder die Aufriß- 
ebene durchdringt. Diese zweite Spur des Cylinders liegt 
perspektiv -affin zu dem Ejreise in der Grundrißebene; die 
Verbindungslinie M^T^ gibt die Richtung der Affinitat, 
deren Achse in die Kante fällt. 

Die Punkte M^ und Tj tragen Perspektive Strahlen- 
büschel, und die entsprechenden rechten Winkel derselben 
Kefem die Achse für die Ellipse. In der Figur ist der 
Kreis durch Mj^ , T^ konstruiert, der seinen. M.\\XÄ\^\fflÜ» wif 
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der Kante dea Tafelsyatems hat Die Punkte 1, 2, 3, 4 
des Kreises gehen in die mit den gleichen Nummero be- 
zeichneten Scheitel der Ellipse über. 




Daß auch die beiden Spuren ii^nd eines Prismas in 
dem gleichen geometrischen Zusammenhang stehen, ist ohne 
weiteres klar. 

130. Wir behandeln weiter folgende Aufgabe: 

Ein in der Grundrißebeue gel^;ener Kreis wird 

aus einem Punkte S projiziert; man zeichne die 

zweite Spur des dadurch entstehenden K^els. 

Ist in der ersten Tafel irgend eine Kurve g^ben, so 

achnmäet der durch sie und äle B^iii.«^ S ^kende Kegel 
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die iweite Tafel nach 4/ 

einerweiteren Kurve, 
welche auch nach der 
Umklappung dieser 
Tafel IQ die Zeichen- 
ebeoe perepektiv zur 
eisten Spur des Ke- 
gels liegt. Die Be- 
trachtungen von 105. 
md unmittelbar zu 
verwenden. Die Par- 
allelen Vi und tft 
durch Si und S, 
(Fig. 64) geben die 
Flachtlmien dieser 
CentralkoUineatüm ; 
iJir Centrum S muß 
taf dem Kantenlot 




S, S = S,Si 

Dabei ist S^ 
der Schnittpunkt des 
Lotes SiSi mit der 
Kante, der Achse 
s der Kollineation. 
Wählen wir als erste 
Spur einen Kegel- 
schnitt, etwa ein^i 
Ereifi, so wird die 
zweite Spur auch 
ein Kegelschnitt tmd 
zwar für den in der 
Figar daigestellten 
Ffdl eine Ellipse, 
da die Flnohtlinie v^ 
den Kreis nicht ' ^^ ^^ 

schneidet. 

Der Mittelpunkt dieser Ellipse läßt sich unter Vorans- 
setzuDg der Polaiiej^nschaftcn der Kegelschnitte miA^soiist 
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Weise ennitteln. Er ist definiert als Pol der unendlich 
fernen Geraden. Die CentralkoUineation läßt die Beziehung 
des Pols zur Polaren ungeändert^ sie fuhrt bloß die unend- 
lich ferne Gerade in v^ über und den Mittelpunkt der Spur- 
ellipse in den Pol von v^ in bezug auf den Kreis. Um 
nun den ersteren zu zeichnen, fallen wir vom Mittelpunkt üf^ 
des Kreises aus eine Senkrechte auf v^ , welche im Punkte 1 
eintrifft. Von 1 aus gehen zwei Tangenten an den Kreis^ 
deren Berührungspunkte 4 und 5 verbunden die Polare von 1 
liefern. Diese schneidet den Pol 6 auf der Senkrechten Jtf^l 
aus. Der dem Punkte 6 in der CentralkoUineation ent- 
sprechende Punkt ist der Mittelpunkt der Spurellipse. 

Das central-kollineare Bild finden wir, indem wir zu- 
nächst beachten, daß dem Punkte 1 ein im Unendhchen 
gelegener Punkt des anderen Systems entspricht: dies ist 
der unendlich ferne Punkt des Verbindungsstrahles IS. Zu 
den drei durch 1 gehenden Geraden gehören also drei 
parallele Gerade, und die Strahlen durch das Centrum S 
bestimmen zu 4 und 5 die entsprechenden Punkte, welche 
wieder mit den gleichen Nummern bezeichnet werden mögen. 
Der Mittelpunkt 6 der Spurellipse halbiert die Strecke 4 5 . 
Überträgt man auch die Punkte 2 und 3 vom Kreise auf 
die ElUpse, so hat man in 2 3 und 4 5 ein Paar konjugierter 
Durchmesser derselben. Die beiden Verbindungslinien 4 5 
laufen natürlich zur Achse s parallel. 

131. Wir schließen daran eine analoge Betrachtung, 
die sich im letzten Grunde auf nichts anderes als auf die 
beiden Spuren einer Pyramide bezieht. Doch wird uns die- 
selbe Konstruktionen liefern, welche man in einem anderen 
Gebiete der darstellenden Geometrie, nämlich der Perspektive, 
fortwährend anwendet. Es sei wieder (Fig. 65) der Punkt S 
durch Grund- und Aufriß gegeben. Durch Centralprojektion 
aus S soll eine in der Grundrißebene liegende Figur in die 
Aufrißebene projiziert werden und zwar möge diese Figur 
in einer Eeihe von Quadraten bestehen. Dieselbe beginnt 
an der Achse s des Tafelsystems und erstreckt sich auf 
der Seite der Grundrißebene, welche, von S aus gerechnet, 
jenseits der Aufrißebene gelegen ist. In unserer Figur 
wäre also dieses quadratische Schema oberhalb der Linie 5 
anzutragen. Um aber für das Bild dieser Figur Baum zu 
gewinnen, verschieben wir dieselbe parallel zu sich selbst 
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in der Rüstung des Kantenlotes SiS, um ein beliebiges 
Stock naoh unten, so daß die Achse 3 die Lage ($) annimmt. 
Über dieser Linie (s) ist daim das quadratische Schema 
geieidmet. Projizieren wir dasselbe, sowie überhaupt die 
ganze Gnmdrißebenc aus S in die AufiifJebene und klappen 
die erstere in die letztere nm, so sind, ganz wie bei der 
vorigen Angabe, die beiden Systeme auch nach der Um- 
Uappnng perspektiv. Das Centram S t&r dieselben li^ 
Inf dem Kantenlot S^S^, bo daß 

StS=SoSi 

^e Parallelen durch S^ und Sj zur Kante S liefern die 
Fluchtlinien v, nnd u, . 



«IV- ■■ 



■/"'.< 



Um nun das Bild der Quadratreihe zu konstruieren, 
wachten wir, daß in dieser Figur vier Systeme von Parallel- 
Itiüen auftreten, sofern wir uns noch die Diagonalen der 
Quadrate zeiehnen. 
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Den unendlich fernen Punkten (Richtungen) der einen 
Ebene entsprechen aber die Punkte der Fluchtlinie des 
zweiten Systems. Also geht durch eine Centralkollineation 
ein Büschel von Parallelstrahlen über in einen Strahlen- 
büschel^ dessen Mittelpunkt auf der Fluchtlinie der anderen 
Ebene Kegt. Wir nennen diesen Punkt den „Fluchtpunldf* 
der betreffenden Richtung. 

Dies vorausgesetzt, konstruieren wir jetzt die Flucht- 
punkte fay fhj fc der drei Linien a, b, c der Figur. Um 
zum unendlich fernen Punkt von a den entsprechenden zu 
finden^ beachten wir^ daß derselbe jedenfalls auf der Par- 
allelen zu a durch das Centrnm S li^n muß, da ja zu- 
geordnete Punkte immer auf Strahlen durch S angeordnet 
sind. Der gesuchte Fluchtpunkt fa gehört aber sicher 
auch der Fluchtlinie ti2 an, folgKch fällt ^ mit ^2 zusammen. 
Ganz in der gleichen Weise gelangen wir zu den Flucht- 
punkten /ft und fcf wenn wir durch S Parallele zu b und c 
ziehen und diese mit Ug schneiden oder indem wir auf u^ 

machen. S,S = 8,^ = SJe 

Wir wollen noch ausdrücklich bemerken, daß also über- 
haupt der Winkel irgend zweier Geraden 7, m in der Grund- 
rißebene auch gebildet wird von den Strahlen, die durch S, 
parallel zu diesen Geraden, nach ihren Fluchtpunkten fi 
und fn^ laufen. 

Mittels der drei Fluchtpunkte fa, fhy fc läßt sich das 
Perspektive Bild der gegebenen Figur dann aber ohne Mühe 
konstruieren. Die Punkte auf s entsprechen sich selbst, 
und die Bilder der Parallelen zu a, 6, c gehen bezw. durch 
faj fbf fc Die zu s parallelen Linien bleiben auch im Bilde 
zu s parallel, was zur Kontrolle dienen kann. 

Allgemeiner können wir sagen, daß das Netz mit den 
quadratischen Maschen in ein anderes Netz mit trapez- 
förmigen Maschen transformiert wird. 

Würde man die gegebene Figur in ihre wahre Lage 
oberhalb der Achse s bringen, so würden überdies alle Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte durch S laufen. 

Die Figur 65 wird ebenso auch in der Perspektive 
entworfen. Dann hat man sich das Auge im Projektions- 
centrum S befindlich zu denken, die Bildtafel deckt sich 
mit der Aufrißebene, die Gtuü-ÖltÄ^ö^tä ^^-t mit der 
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horizontalen „Grundebene'^ Das quadratische Schema kann 
etwa ein Fußbodenmuster sein. Die Grundrißebene denken 
wir uns in die Änfrißebene, also in die Bildtafel gedreht, 
S2 ist der sogenannte „Haupt"- oder „Aug"- Punkt A, 
d. h. der Fluchtpunkt der Senkrechten zur Tafel, u^ ist der 
„Horizont" oder die Fluchtlinie der Grundebene, ft und fc 
werden die ,,Distanzpunkte^' D und /)', SjS gibt die 
»Distanz" oder Entfernung des Auges von der Bildebene, 
s bezeichnet man als die Grundlinie. Wir wollen die Per- 
spektive noch benutzen, um rein elementare Liosungen der 
folgenden beiden Aufgaben durchzuführen, die allerdings in 
erster Linie ein mathematisches Interesse beansi)ruchen. 

Die Projektion von fünf Punkten einer Ebene 
in fünf Punkte eines Kreises. 

132. Sind fünf Punkte in einer Ebene beliebig gegeben, 
80 wird verlangt, eine Elbene und ein Projektionscentruin S 
zu bestimmen, so daß von ihm aus die fünf Punkte in die 
neue Ebene als fünf Punkte eines Kreises projiziert werden. 
Nehmen wir an, daß die gegebenen fünf Punkte A'B' C'D'E' 
ach in der Bildtafel befinden (Fig. 66) und zeichnen wir 
den Schnittpunkt fi von A'B' und CD', sowie den Schnitt- 
punkt fm von B' C und A'D\ Die Verbindungslinie ///^ 
wählen wir als Horizont (W2) für eine Perspektive; die 
Grundlinie s kann, parallel zum Horizont, in beliebigem 
Abstand angenommen werden. Für irgend ein Projektions- 
oentrum 5, das wir in der durch u^ senkrecht zur Zeichnungs- 
ebene errichteten Ebene fixieren würden oder — was das 
Gleiche bedeutet — für irgend eine Wahl des Punktes S 
erhielten wir dann zu der Figur A'B' CD' eine Figur ABGD 
der Grundebene, die ersichtlich ein Parallelogramm sein müßte, 
da sowohl AB und CD als auch AD und B C parallel liefen. 
Konstruieren wir nun weiter über /) /"„, als Durchmesser 
einen Kreis und verlegen S irgend wohin auf dessen Peri- 
pherie, so stehen die Geraden Sfi und Sfm auf einander 
senkrecht, und das Gleiche gilt nach dem in der vorigen 
Aufgabe abgeleiteten Satze also auch von den Geraden AB 
und AD oder BC und CD. Die entsprechende Figur 
AB CD wird also unter dieser Voraussetzung ein Rechteck. 
Diesem laßt sich ein Kreis umschreiben*, es \s\. *^^\aX» Äi^x 
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noch die Forderung zu erfüllen, daß auch der zum fünfte^^ 
Punkte E' gehörige Punkt E auf diesem Kreise liegt. 

Treffen nun die Linien Ä^E^ und 6" JE' den Horizon^^^ 
in den Punkten fa und /c, beschreiben wir auch über faU 




Fig. 66. 

als Durchmesser einen Ejreis und nehmen als Punkt S einen 
der Schnittpunkte der beiden Kreise, so muß auch der 
Winkel AEC ein rechter sein, und der dem Eechtecke 
AB CD umschriebene Ejreis geht durch E. 

Konstruieren wir also für diese Lage von S die zu- 
gehörige Figur ABC DE, so sind damit fünf Punkte von 
der verlangten Eigenschaft gefunden. 

Der Kreis durch diese fünf Punkte geht über in den 
durch die fünf gegebenen Punkte A\ B', C'y D% E' be- 
stimmten Kegelschnitt, und beide Figuren sind perspektiv 
auf einander bezogen. Definiert man die Kegelschnitte als 
Centralprojektionen eines Kreises, so ist damit ein einfacher 
und elementarer Beweis des Satzes geliefert, daß ein Kegel- 
scbnitt durch fünf Punkte besiiDamt \&\», 
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Projektion von fünf gegebenen Geraden 
in fünf Tangenten eines Kreises. 

133. Siad iin dual entsprechenden Falle fünf Gerade 

gegeben, so kann man die Stellung einer Ebene sowie ein 

nojektionscentrum finden, so daß die gegebenen Geraden 

m demselben in die neue Ebene als fünf Tangenten eines 

Preises projiziert werden. 




Fig. 67. 

Ordnen wir die gegebenen fünf Tangenten in irgend 
einer Reihenfolge an; Ä% B\ C", D', E' seien (Fig. 67) die 
auf einander folgenden Schnittpunkte. Die Linien A'B' 
und CD' mögen sich in /,, A'E' und J5'(7' in /;„ be- 
gegnen^ der Schnittpunkt von A'E' und CD' sei JF', der 
von A' 6" und B'F' heiße M\ Als Horizont u^ der Per- 
spektive wählen wir die Yerbindungslinie titw? ^^"^ QtxvaA- 
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linie s mag parallel zu fij in beliebigem Abstände angenommen 
werden. Auf dem Horizonte schneiden die Diagonalen A'C^ 
und WF' femer die Fluchtpunkte fi und /i aus. Liegt S 
auf dem über /i/i als Durchmesser beschriebenen Ejreise, so 
muß die entsprechende Figur ABCF ein Parallelogramm 
werden, dessen Diagonalen A C und BF auf einander senk- 
recht stehen, d. h. ABCF ist ein Rhombus. Demselben 
kann ein Kreis einbeschrieben werden, das Bild dieses 
Kreises muß aber auch die fünfte Linie A'E' berühren. 

Um also S so zu bestimmen, daß auch diese Bedingung 
eriullt ist, kann man folgenden, durch Winkelbeziehungen, 
leicht zu erweisenden Hilfssatz benutzen: 

Werden zwei parallele Tangenten eines Ejreises 
von einer weiteren Tangente in D und 6? getroffen 
und ist M der Mittelpunkt des Ejreises, so stehen 
die Linien MD und MG auf einander senkrecht. 
Erscheint umgekehrt eine solche Linie D G aus 
dem Mittelpunkte unter einem rechten Winkel, so 
berührt sie diesen Kreis. 

Diesen Gedanken verfolgend, zeichnen wir noch den 
Schnittpunkt G' von A'B' und E'D' und bringen G'M' 
und D'M' in fg und fa mit dem Horizont zum Schnitte. 
Über fdfg als Durchmesser werde ein Ejreis konstruiert und 
als Punkt 8 einer seiner Schnittpunkte mit dem Kreise über 
fifi gewählt. Dann bietet es keine Schwierigkeiten, die zu- 
gehörige Figur AB ODE zu zeichnen, der in der Tat ein 
Kreis einbeschrieben werden kann. Dieser Kreis liefert als 
perspektives Bild einen Kegelschnitt, der die gegebenen 
fünf Geraden berührt 

Die Losungen der beiden letzten Aufgaben stammen 
von Schloemilch, eine Vereinfachung auf Grund des er- 
wähnten Hilfssatzes gab Pelz: man vergleiche darüber 
folgende Arbeiten in der „Zeitschrift für Mathematik und 
Physik« Band 39, 1894: 

Schloemilch: „Über die Konstruktion von Kegelschnitten 
aus fünf Punkten oder fünf Tangenten", Seite 117. 

Schloemilch: „Über die Kegelschmtte um und in |ein 
Fünfeck«, Seite 245. 

Schur: „Über die Projektion von fünf Punkten einer Ebene 
in fünf Punkte eines Kreises«, Seite 247. 
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Eine weniger el^ante Lösang gab Schloemilcfa schon 
im Band 1^ 1856 der Zeitschr. f. Math. u. Phys. in dem 
Aofiatze: ^^Die Kegelschnitte als KoUinearvcrwandte des 
Kreises", Seite 19. "" 

In nahem Zusammenhange mit diesen Betrachtungen 
stehen femer folgende zwei Au^ben: ^^Einen gegebeneu 
Kreis durch eine Perspektive wieder in einen Kreis zu ver- 
wandehi", femer: ,|Zwei in einer Ebene liegende Kreise 
durch eine Perspektive wieder in zwei Kreise zu transfor- 
mieren". Man sehe darüber: 

Bohn&Papperitz: ,,Lehrbuch der darstellenden Geometrie^*. 

1. Bd., 2. Aufl., Leipzig 1901, 253, Seite 194. 
Schloemilch: „Zur Perspektive des E^reises*'. Zeitschr. 

f. Math. u. Phys., Bd. 40, 1895, Seite 56. 
Beyel: „Zwei Aufgaben aus der Perspektive**. Ebenda, Seite255. 
Schüssler: „Zur Perspektive des Kreises". Zeitschr. f. 

Math. u. Phys., Bd. 42, 1897, Seite 107. 
Sobotka: „Zur Perspektive des Kreises". Monatshefte f. 

Math. u. Phys., 10. Jahrg. 1899, Seite 289. 

Endlich findet man weitere Anwendungen der Perspektive 
zur Lösung von Angaben z. B. in 

Schlotke: „Lehrbuch der darstellenden Geometrie". IV. 
Teil: ,JProjektivische Geometrie". Dresden 1896. 

134. Wie die beiden Spuren eines Cylinders oder Kegels 
im Räume und auch nach der Umklappung perspektiv ge- 
l^n waren, so wird das Gleiche gelten von einer Spur 
«iner solchen Fläche und von ihrem Schnitte mit einer 
beliebigen Ebene und die Perspektive Beziehung bleibt nach 
dem in 99. abgeleiteten Satze auch dann noch erhalten, 
wenn wir den Schnitt in die Ebene der betreffenden Spur 
projizieren, also zum Riß übergehen. Die Spur eines Cylinders 
oder Kegels in einer der Tafeln und der Riß eines ebenen 
Schnittes einer solchen Fläche in der gleichen Tafel liegen 
perspektiv, beim Cylinder perspektiv-affin. Wii* erörtern 
<lie8 an zwei Beispielen: 

Ein in der Grundrißebene gelegener Kreis dient 
als Leitlinie für einen elliptischen Cylinder, dessen 
Erzeugende zur Geraden parallel sind; den Schnitt 
mit einer beliebigen Ebene (s^t^") z.\x x^vcSmääu. 

^O0liiem»nn, Oeometriache Transformationen. \ti 
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Die Parallele durch den Mittelpunkt M des Kr 
(Fig. 68) triffli die Ebene im Punkte T, und T^ ist der Mi 
punkt der Ellipse^ als welcher sich der Schnitt im Grui 
darstellt. Der Kreis in der Grundrißebene und diese EI 




Fig. 68. 



sind affin-perspektiv, die erste Spur s^ der schneidei 
Ebene ist die Achse, M^ T^ die Eichtung dieser Affin 
Konstruieren wir mittelst derselben zu den Punkten 1, 2, 
des Kreises die entsprechenden V, 2', 3', 4' der Ellipse, 
leicht geschehen kann, da ja M^ und T^ zugeordnete Pur 
80 sind yon der GrundrißeUipae kouyv^erte Durchme 
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1'2', 3'4' bekannt. Die Haaptactuen würde man wieder 
vennittela des Kreises eibaltai, der durch üf, und T, geht 
und seinen Mlttelponkt auf ^ hat. 

Ffir den Aufriß ist eine analtwe Betrachtung nicht durch- 
infShien, da die Grandriäebene siui als eine Gerade projiziert 
und die Perspektive Benehung deswegen ausartet 




is Eweites Beispiel sei folgende Äu^be durcl^fnhrt; 
Auf der Grundrißebene steht ein Kreiske^l; 
dessen Schnitt mit einer Lotebene zur zweiten Tafel 
EU zeichnen. 
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Der Grundriß Si der Kegelspitze fällt zusammen mit dem 
Mittelpunkt des Grundkreises des Kegels (Fig. 69) und er ist 
gleichzeitig das Centrum der CentralkoUineation^ die zwischen 
diesem Kreise und dem Grundriß der Schnittkurve besteht. Den 
Punkten Ä% B' entsprechen die Punkte Ai,Bi, die sich aus den 
Schnittpunkten Ä2 , -B2 das Aufrisses durch Herunterloten 
ergeben. Den Mittelpunkt 2\ der Ellipse fassen wir auf 
als Pol der unendlich fernen Geraden; ihr entspricht in der 
schneidenden Ebene deren unendlich ferne Gerade und dieser 
wieder in der Grundrißebene die Gerade t?', nach welcher 
die durch S zu {s^ ^2) gelegte Parallelebene die erste Tafel 
schneidet. Konstruiert man also zu dieser Geraden v% die 
natürlich zu s^ parallel verläuft, den Pol T% so ist der in 
der Centralkollineation entsprechende Punkt T^ der Mittel- 
punkt der Grundrißellipse, r finden wir wieder, indem 
wir von Si aus die Senkrechte auf v' fällen, welche in V^ 
eintrifft. Die Polare (Berührungssehne) CD' von F' schneidet 
den Punkt T^ aus und aus der Relation; 

(F'T'^'J?0 = — 1 

folgt, daß auch Ä^, Bi, T^ und der unendlich ferne Punkt 
harmonisch liegen, also ist T^ die Mitte von A^ B^, Das 
gleiche Resultat erhält man auch durch eine einfache ele- 
mentare Betrachtung. Die Sehne CD' geht über in die 
zweite Hauptachse CiDi der Grundrißellipse. Statt die 
vielleicht unbequemen Elemente v' und F' zu verwenden, 
kann man (7'D' unter Benutzimg des Punktes Tg der J^D^ 
halbiert, aus dem Aufriß ermitteln. Die Tangenten in C 
und Gl, D' und D^ u. s. f. begegnen sich auf s^. 



§ 22. Anwendungen der Centralkollineation 
zur Konstruktion von Kegelschnitten. 

Perspektive Kegelschnitte. 

135. Betrachten wir zwei Kegelschnitte h und h% die 
sich in einer Centralkollineation entsprechen. Wir wollen 
dieselben kurz als „Perspektive^' Kegelschnitte bezeichnen; 
in den Figuren 70 und 71 ist der größeren Bequemlichkeit 
Avegen der Kegelschnitt Ä' durch einen Kreis ersetzt und 
zu diesem das centralkollineare Bild h konstruiert. Die per- 
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spekb've Beziehone wurde festgelegt durch die Aiuiahme des 
OentnuDB S und der Achse 5, Bowie des Punktpaares U, Ü'. 
h Fig. 70 ist zonfichst zum Kreise k' das centralkollineare 
BQd gezeidmet anter der Voraussetzung, daß S auüerhalb 
dn Kreises lic^ und die Achse s den Kreia k' in reellen 
rankten trifft 

Da alle Strahlen durch S sowie alle Punkte auf s sich 
telbBt entsprechen, so maß der entsprechende Kegelschnitt k 




^ von S aus an Ä' gehenden Tangenten ebenfalls berühren 
"nd durch die Schnittpunkte von s und k' hindurchgehen. 

Sind Ä' und S' die Berührungspunkte dieser Tangenten 
""t dem Kreise k', Ä, B die entsprechenden Berührungs- 
punkte von k, so schneiden sich die Verbindungslinien AB 
»od Ä'B' (die Polaren von S in bezug auf h und k') auf 
^ Achse s. 

Konstruiert man andererseits in den Schnittpunkten 
" und T von s und J' die Tangenten, die sich im Pole F 
% s Sa bezug auf k' begegnen und ist P Act ¥(A noo. s 



230 YLL' Anwendungen der kollinearen Beziehung u. b. £ 

in bezug auf Je, also der Schnittpunkt der Tangenten an Je 
in denselben Punkten B und T, so geht die Verbindungs- 
linie der entsprechenden Punkte P und P' durch S. 

Die beiden Kegelschnitte können auch noch zwei weitere, 
reelle Schnittpunkte besitzen. Ist X', Y der eine derselben, 
so entsprechen ihm die in der Fig. 71 angegebenen Punkte 
X, Y\ 




Gehen von S aus an k^ keine reellen Tangenten und 
schneidet s den Kreis ¥ nicht in reellen Punkten (Fig. 71), 
so bleiben diese Betrachtungen immer noch richtig und wir 
können die Lagenbeziehung zweier Perspektiven Kegelschnitte 
unabhängig von der Realität dieser Elemente wie folgt zum 
Ausdruck bringen: 

Entsprechen sich zwei Kegelschnitte in einer 
Centralkollineation, so bestimmen sie sowohl für 
das Centrum als auch für die Achse derselben die 
gleiche Strahlen- bezw. Punktinvolution konjugierter 
Elemente und sie enthalten beide die reellen oder 
imaginären Doppelelemente dieser Involutionen. 

In Fig. 71 ist die zweite (ideale) gemeinschaftliche 
Sehne Si der beiden Kegelschnitte, sowie der zweite Schnitt- 
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pimkti^ imaginärer gemeinsamer Tangenten konstruiert; wie 
dies aoszufolu^n ist^ soll nicht weiter erörtert werden. 

Ans diesem Satze lassen sich femer noch einige nicht 
uninteressante Folgerungen ziehen. Gehört zu einem Punkte 8 
in bezog auf einen Kegelschnitt eine Rechtwinkelinvolution^ 
bei der also jeder Strahl auf dem zugeordneten senkrecht 
steht; so ist bekanntlich der Punkt s ein Brennpunkt für 
den Kegelschnitt Transformieren wir den Kegelschnitt 
durch eine Centralkollineation mit S als Ccntrum^ so gehört 
diese Rechtwinkelinvolution auch zu dem kollinearen Bilde 
und es folgt daher: 

Hat ein Kegelschnitt das Centrum einer Central- 
kollineation als Brennpunkt, so ist dieses Centrum 
auch für den ihm entsprechenden Kegelschnitt ein 
Brennpunkt. 

Zum Mittelpunkt eines Kreises gehört ebenfalls eine 
Rechtwinkelinvolution; in speziellerer Form lautet also der 
vorige Satz wie folgt: 

Beschreibt man- um das Centrum einer Central- 
kollineation einen Kreis ^ so entspricht diesem ein 
Kegelschnitt y dessen einer Brennpunkt in das Cen- 
trum fällt. 

Ein Beispiel für diesen Satz liefert die zweite Aufgabe 
von 134. 

In Figur 69 ist also S^ der eine Brennpunkt derGrundriß- 
cUipse und demnach auch 

Si Ci = -Bi 2\ 

Auch diese Eigenschaft hätte zur Konstruktion der kleinen 
Achse der Ellipse benutzt werden können. 



Herstellung einer Perspektiven Beziehung zwischen 
zwei gegebenen Kegelschnitten. 

136. Liegen zwei Kegelschnitte gegeben vor, so kann 
Jüan umgekehrt nach Centralkollineationen fragen, die beide 
^ einander überfahren. Wir wissen bereits, daß das Cen- 
^^nun einer solchen Perspektiven Beziehung jedenfalls in einen 
Mmitipunkt zweier gemeinsamen Tangeiiten, öaä kiäas»^ \sn. 
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eine gemeinsame Sehne der beiden Kegelschnitte zu verlegen 
ist. Es hängt also diese Untersuchung zusammen mit der 
Frage nach den zwei Kegelschnitten gemeinsamen Punkten 
oder Tangenten oder auch mit der Bestimmung des den 
beiden Kurven gemeinschaftlichen Polardreiecks. Wir ent- 
nehmen der Theorie der Kegelschnitte folgende bekannte 
Tatsachen: 

Zwei Kegelschnitte h und h' bestimmen ein und 
nur ein gemeinsames Polardreieck X YZ. Dies ist 
in Figur 72 dargestellt für den Fall, daß sowohl 
die vier Schnittpunkte 1, 2, 3, 4 von h und A' als 
auch die gemeinsamen Tangenten I, EL, III, IV der 
beiden Kurven alle reell existieren. Dann kann 
man zu dem Polardreieck gelangen, sowohl aus- 
gehend von dem vollständigen Viereck 1, 2, 3, 4 
als auch unter Zugrundelegung des vollständigen 
Vierseits I, II, III, IV. Im ersten Falle ist das 
Polardreieck identisch mit dem Dreieck der Neben- 
ecken, im zweiten Falle mit dem Dreiseit Xj y^ z 
der Nebenseiten dieses Vierseits. 

Die fundamentale Eigenschaft des Polardreiecks läßt 
sich in folgender Weise zum Ausdruck bringen: Jeder seiner 
Ecken sind alle Punkte der gegenüberliegenden Seite 
konjugiert in bezug auf die beiden Kegelschnitte, also z. B. 
dem Punkte X alle Punkte von x. Ebenso sind zu jeder 
Seite (z. B. oS) des Polardreiecks alle durch die gegenüber- 
liegende Ecke (X) gehenden Strahlen konjugiert in bezug 
auf beide Kegelschnitte. Dies besagt zunächst, daß jede 
Seite des gemeinschaftlichen Polardreiecks der beiden Kegel- 
schnitte die Polare der gegenüberliegenden Ecke in bezug 
auf beide Kegelschnitte ist. Weiter aber leiten wir daraus 
noch folgende allgemeinere Eigenschaft ab: Wählt man auf 
einer Seite des Polardreiecks z. B auf x einen Punkt, so 
fallen seine beiden Polaren in bezug auf Ä und Iz' zwar nicht 
zusammen, wohl aber gehen sie beide durch die gegenüber- 
liegende Ecke X. Der dual entsprechende Satz ist leicht zu 
formulieren. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir in Figur 72 etwa 
den Schnittpunkt S der Tangenten III und IV, der auf der 
"^eite X des Polardreiecks liegt. Sind A und B die Beruh- 
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rm^imkte dieser Tangenten mit k, A' , B' die mit k', so 
mäB»en nadi dem eben Bemerkten die Polaren A B und A' B' 
<Mi X gehen, in welchem Punkte gleichzeitig die gemein- 
duftlii^en Seimen 1 2 und 3 4 oder s, and s zasammen- 
tteSen. WShlt man 8 als Centrum und s als Achse einer 




S^itralkollineation und entsprechen sich femer noch A and A 
* dieser Beziehung, so ist diese Kollineation dadurch be- 
^ittimt. Der Kegelecbnitt k wird dann in einen zweiten 
■**6gelBchnitt k" übergeführt und man erkennt leicht, 9aß k" 
**Jt Je' idenßscb sein muß. Denn k" geht duxeV ÖietMa^te 
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3 und 4 und berührt die Tangenten III und IV in A! und ^', 
hat also mit Iz sechs Punkte gemein. Statt der Sehne s 
können wir aber auch s^ als Achse der Perspektiven Be- 
ziehung annehmen. 

Geht man umgekehrt von einer Sehne ^ etwa Sy aus, 
so lassen sich zwei Punkte S und S^ auffinden, derart^ daß 
für s als Achse S oder S^ die Centxen von Kollineationen 
sind, welche die beiden Kegelschnitte in einander trans- 
formieren. Mithin folgt: 

Haben zwei Kegelschnitte vier reelle Schnittpunkte 
und vier reelle gemeinsame Tangenten, so gibt es 
12 Centralkollineationen, in denen die beiden Kurven 
einander entsprechen. Zu jedem Schnittpunkt zweier 
gemeinsamen Tangenten, der als Centrum einer 
solchen Centralkollineation genommen wird, gibt es 
noch zwei gemeinsame Sehnen, welche als Achsen 
der Beziehung dienen können und zu jeder gemein- 
samen Sehne der beiden Kegelschnitte, in welche 
die Achse einer solchen Centralkollineation verlegt 
wird, kann man zwei Lagen für das Centrum angeben. 

Ohne Mühe kann man diesen Sätzen auch eine räum- 
liche Bedeutung abgewinnen. Wenn z. B. zu jeder Sehne s 
zwei Centren bestimmt, so heißt dies offenbar auch: 

Durch zwei im Baume gelegene Kegelschnitte, 
welche sich in zwei Punkten begegnen, kann man 
zwei Kegel zweiter Orduimg legen. 

137. Berühren sich die beiden Kegelschnitte h und &' 
in einem Punkte, so kann man entweder diesen Berührungs- 
punkt als Centrum einer Kollineation wählen, deren Achse 
dann als die gemeinsame Sehne eindeutig bestimmt erscheint 
oder es steht ims frei, in die gemeinsame Tangente im Be- 
rührungspunkt die Achse einer Kollineation fallen zu lassen. 
Dann ist deren Centrum als Schnittpunkt der zwei gemein- 
samen Tangenten wiederum eindeutig festgelegt. 

Werden die gemeinsamen Elemente der beiden Kegel- 
schnitte Ä und Ä' zum Teil oder alle vier imaginär, so treten 
gewisse Modifikationen ein: man kann beweisen, daß die 
beiden Kegelschnitte immer noch auf vier verschiedene Arten 
perspektiv liegen. Es mag hier die Bemerkung genügen, 
daß auch durch zwei Paare imaginärer Punkte immer ein 
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reelles Geradenpaar geht (s und s^ in Fig. 71) und daß zwei 
Paare imaginärer Gerade immer ein reelles Punktpaar ent- 
halten (S und Si in Fig. 71). 

Lassen die beiden Kegelschnitte zwei gemeinsame Tan- 
genten zUf welche parallel laufen^ so liegt ein Schnittpunkt 8 
im Unendlichen (Fig. 73). Benutzt man diesen Punkt S als 
Centrum, sowie eine der zugehörigen Sehnen als Achse s 
einer CentralkoUineation, so werden durch diese Verwandt- 
schaft die beiden Kegelschnitte perspektiv-affin aufein- 





Fig. 73. 



Fig. 74. 



ander bezogen. Der Mittelpunkt des einen geht in den des 
andern über; Beispiele dafür haben wir bei den Schnitten 
von Cylindem kennen gelernt (129, 134). 

Zwei ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte Je imd J^ 
(Fig. 74), die einander in einer Ähnlichkeitstransformation 
entsprechen, bestimmen auf der unendlich fernen Geraden, 
der Achse s dieser Centralkollineation, dieselben beiden 
Schnittpunkte. Gehen umgekehrt zwei Kegelschnitte durch 
die nämlichen zwei unendlich fernen Punkte, so ist dies die 
hinreichende Bedingung für diese Lagenbeziehung. Man 
kann zwei Ahnliehkeitspunkte auffinden. 
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Aufgaben über Kegelschnitte^ durcbgeführt mittels 

einer Centralkollineation. 

138. Soll ein Kegelschnitt aus bestimmten^ gegebenen 
Elementen konstruiert werden oder wird verlangt, gewisse 
Konstruktionsaufgaben für ihn durchzuführen^ wie z. B. das 
Aufsuchen der Schnittpunkte mit einer gegebenen Geraden 
oder der Tangenten von einem Punkte aus, so kann man 
in vielen Fällen folgenden Weg einschlagen: man zeichnet 
sich einen zweiten Kegelschnitt und zwar, der konstruktiven 
Bequemlichkeit wegen, stets einen Kreis, der perspektiv auf 
den gesuchten Kegelschnitt bezogen wird. Gelingt es, diese 
Centndkollineation, also ihre Achse und ihr Centrum, zu be- 
stinunen, so kann mm die Aufgabe für den Kreis gelöst 
und die Lösung aus der Ebene des Kreises in die des Kegel- 
schnittes übertragen werden (vergl. auch 125., 126.). Wir wollen 
dies an einigen Beispielen durchführen, indem wir zunächst 
folgende Ai^^be behandeln: 

Fünf Punkte eines Kegelschnittes sind gegeben^ 
man beziehe einen Kreis perspektiv auf denselben. 

Sind Ä, JBj C, D, E die gegebenen Punkte (Fig. 75), 
so wählen wir die Verbindungslinie ^B als Kollineations- 
achse s und legen durch A und B irgend einen Kreis Jc\ 
Dann ist das Centrum dieser Perspektiven Beziehung auf- 
zusuchen. Bringen wir die Verbindungslinie CD in P zum 
Schnitte mit 5, so können wir die Polare p von P in bezug 
auf den gesuchten Kegelschnitt k zeichnen; in der gleichen 
Weise finden wir die Polare q des Schnittpunktes Q von 
DE und s. Der Schnittpimkt X von p und q ist der 
Pol von s in bezug auf den Kegelschnitt h. Ihm muß ent- 
sprechen der Pol X' von s in bezug auf den Kreis A', den 
wir als Schnitt der beiden Tangenten an k' m Ä und B 
sofort erhalten. Die Verbindungslinie XX' gibt einen Ort 
für das gesuchte Centrum. 

Verbinden wir aber weiter X mit D, so muß durch 
den Schnittpunkt dieser Linie mit s auch X'D' gehen. D' 
ist also einer der Schnittpunkte, welche diese letztgenannte 
Linie und k' liefert DJ)' bestimmt endlich auf XX' das 
'!Jentrum S. Die Perspektive Beziehung erlaubt dann in 
infacher Weise die Konstruktion weiterer Elemente des 
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X^lschnittes h ans den entsprechenden Elementen des 
Kreises Jg\ — In ähnlicher Weise kann die duale Aufgabe 
erledigt werden^ einen Kegelschnitt aus fünf Tangenten zu 
konstruieren. Elementare Losungen für beide Aufgaben 
wurden schon früher gegeben (132., 133.). 




Fig. 75. 

Noch bequemer gestaltet sich die Durchfuhrung für 
folgenden Fall: 

Von einem Kegelschnitt kennt man zwei Tan- 
genten a und h und ihre Berührungspunkte A und 
By sowie einen weiteren Punkt C; die Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes mit einer gegebenen Ge- 
raden zu zeichnen. 

Wir werden (Fig. 76) den Kreis so annehmen, daß er 
die beiden Tangenten a und 6 in A' und B^ beriihrt und 
in dem gleichen Winkelraum liegt wie der Kegelschnitt To. 
Der Schnittpunkt S von a und h wird das Centrum der 
Kollineation; mit C verbunden liefert er auf dem Kreise 
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zwei Schnittpunkte. Ist C einer derselben ^ so bestinunen 
die beiden Perspektiven Dreiecke die Achse s. Für unseren 
Zweck ist dieselbe übrigens nicht nötig, da wir bloß die der 
gegebenen Geraden g entsprechende Gerade g' zu zeichnen 




Fig. 76. 

brauchen. Dies gelingt unter Benutzung der Schnittpunkte 
X, Y von g mit den Geraden A C und B C. Die ent- 
sprechenden Punkte X', Y' Uefem verbunden g^ und die 
Schnittpunkte P', Q^ von g' mit dem Kreise geben aus S 
auf g projiziert die verlangten Schnittpunkte P, Q. Daran 
schließen wir endlich noch folgende Aufgabe: 

Von einer Hyperbel sind gegeben die beiden 
Asymptoten, sowie ein Punkt. Man konstruiere die 
Schnittpunkte der Hyperbel mit einer gegebenen 
Geraden. 

Jetzt sind (Fig. 77) Ä und B die unendlich fernen 
Punkte der Asymptoten a und b, im übrigen ändert sich 
nichts in der Durchßihrung der Konstruktion. 

139. Weiter sei verlangt, einen Kegelschnitt zu kon- 
struieren aus drei Punkten Ä, B, C und den Tangenten 
a und h in zweien derselben. 
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Wir wählen einen Kreis, der die Tangenten a und b 
berfthrt (Fig. 78) nnd den Schnittpunkt S derselben ala 
Centmin der Kollineation. Die Strahlen von £1 nach A, B, 
G &<duieideii den Kreis je in den Punkten A', A", B', B", 
C, C". Ordnen wir den Punkten A, B, C die Punkt« 




A', JB', C zn, so ist durch diese beiden Perspektiven Drei- 
ecke die Achse s der Kollineation bestimint. Dann ist es 
leicht, von dem K^elsohnitt k weitere Elemente, z. B. die 
Beröhrongspunkte auf a und b, zu konstruiereD. 

Während bei den bisher behandelten Au^ben der 
K^elschnitt eiadeatig bestimmt war, gibt es in diesem 
Falle vier Kegelschnitte mit den gegebenen Elementen. 

Znnächst Können wir den Punkten A, B, G auf acht 
verschiedene Arten drei der Punkte A', B', C, A", B", C", 
inordnen, aber je zwei solche Zuordnungen fiihreu zwar zu 
verschiedenen Achsen s, aber zu dem gleichen Kegelschnitt. 
Wenn wir z. B, in der Figur den Punkten A, B, C die 
Punkte A", B", C" entsprechen lassen, so erhalten wir den 
nämlichen Kegelschnitt k, nur ist die zweite gemeinsame 
Sehne s^ als Achse der Contralkollineation zu Grunde gelegt 
worden. Die dual entsprechende Aufgabe, einen Kegelschnitt 
ans drei Tangenten und zwei Punktfin zu konstruieren, ist 
leicht darch die entsprechenden BetracbtungCTi m «Tledifc^n. 
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Fig. 78. 




Fig. 79. 

Dagegen soll noch folgender spezielle Fall der obigen Auf- 
gabe behandelt werden: 

Einen Kegelschnitt zu konstruieren aus drei 
Punkten und einem Brennpunkt. 

Ist F der gegebene Brennpunkt (Fig. 79), so wird durch 
denselben auch die E«chtwinke1mvo\\itioii festliegt, welche zu 
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ilim in bezog auf den gesuchten Kegelschnitt gehört. Mitliin 
sind auch die von F aus an den Kegelschnitt gehendea 
Tangenten, d. h. die imaginären Doppelstrahlen dieaer Invo- 
lution als gegeben anzoeehen. Konatroktiv verwenden wir 
dies in der Weise, daß wir das Centrum S einer KoUineation 




Ba<^ J" verlegen und nun nach dem zweiten Satze von (135.) 
ii^end einen Kreis mit F als Mittelpnnltt auf den gesuchten 
Kegelaclmitt perepektiv beziehen. Es gibt wieder vier Kegel- 
schnitte von der verlangten Eigenschaft. 

140. Einen Kegelsdinitt zu konstruieren aus vier Punkten 
und äner Tangente. 

DothltmtnB, 0*oiBetrimbe Truuformfttianen. ^^ 
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Es seien Ay B, C, D die gegebenen Punkte, t die 
gegebene Tangente (Pig. 80)*). Die Verbindungslinie AJB 
werde als Achse s gew^lt und durch A und B ii^end ein 
Kreis konstruiert. TriflPb CD die Achse s in P, so liefert 
das vollständige Viereck AB CD durch seine beiden letzten 
Gegenecken die Polare p von P in bezug auf den gesuchten 
Kegelschnitt k. Die Polare p' von P in bezug auf den 
Ejeis k' können wir aber direkt zeichnen; p und jp' müssen 
sich auf 5 begegnen. Der Tangente t ordnen wir eine der 
Tangenten zu, die vom Schnittpunkte von s und t aus an 
den Kreis k' gehen, also etwa die Tangente t\ Dann muß 
dem Schnittpunkt X von t und p entsprechen der Schnitt- 
X' von f und p% so daß die Verbindungslinie XX' das 
gesuchte KoUineationscentrum enthalten wird. 

Um dasselbe vollständig zu bestimmen, verbinden wir 
X etwa mit C. Die entsprechende Linie geht durch X' und 
den entstehenden Schnittpunkt auf s und schneidet den 
Kreis in zwei Punkten C und Ci. Jeden derselben können 
wir dem Punkte C zuordnen. Die Verbindimgsstrahlen C C 
bezw. C Ci geben dann in ihren Schnittpunkten mit XX' 
zwei Kollineationscentren S imd S^. Eine genauere Unter- 
suchung zeigt, daß es (algebraisch gesprochen) zwei Lösungen 
gibt. Die Berührung^spirnkte T und T^ dieser beiden Kegel- 
fohmtte sind in de^r unter Benuteung des BerfihruV 
punktes T' ermittelt. 

Die duale Au%abe, einen Kegelschnitt aus vier Tan- 
genten und einem Punkte zu konstruieren, erledigt sich in 
ähnlicher Weise, 

Konstruktion der Achsen eines Kegelschnitts. 

141. Enthält in einer Centralkollineation irgend eine 
Kurve das Centrum 5, so läuft die entsprechende Kurve 
ebenfalls durch 8 imd beide Kurven besitzen überdies in 8 
die gleiche Tangente, da ja alle Strahlen des Büschels 8 sich 
selbst entsprechen. Kennen wir nun von einem Kegelschnitt 
eine Tangente und deren Berührungspunkt, so vereinfacht 
sich die Betrachtung noch etwas, wenn wir das Centrum der 
zu benutzenden Kollineation in diesen Berührungspunkt ver- 
legen. Als perspektives Bild des Kegelschnittes müssen wir 



*) In der Figar fehlt der Baohstabe D. 
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dann einen Kreis wählen ^ der die gegebene Tangente in 
dem Berührongspunkt ebenfalls berührt. Die Adise der 
KoUineation ist in diesem Falle eindeutig bestimmt Es 
möge folgendes Beispiel durchgeführt werden ^ bei dem als 
zu bestimmender Kegelschnitt eine Parabel auftritt: 

Von einer Parabel kennt man die Scheiteltangente, den 
Scheitel und einen weiteren Punkt; man zeichne die Schnitt- 
punkte der Kurve mit einer gegebenen Geraden. 




Fig. 81. 



Ist A der Scheitel, a die Scheiteltangente, so gibt die 
Senkrechte in J. zu a (Fig. 81) den Berührungspunkt B der 
unendlich fernen Geraden. Wir wählen das Centrum 8 va A 
und konstruieren einen Kreis, der die Scheiteltangente in A 
berührt Wird dieser centralkollinear auf die gesuchte Parabel 
bezogen, so müssen wir dem Punkte B oflFenbar '^ 
B' zuordnen. Die Tangente in B' an den Kreis 
gente in £ an die Parabel, d. h. die unendlich 
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b^egnen eich auf der Achse s der KollineatioD: also folg^ 
dal * parallel zu a, Koostniieren wir noch den Punkt C'^ 
das Bild von C, so liefern B C und B' C einen Fonkt de* 
Achse und damit diese selbst Zur gegebenen Gerades ff 
verschaffen wir ans dann leicht — eventuell auch ohne s 
nötig zu haben — die entsprechende Gerade g' und deren 
Schnittpunkte X', Y' mit dem Kreise sind nur noch aus 
S auf g zu prt^izieren, um die gesuchten Schnittpunkte X . 
und Y von g mit der Parabel zu erhalten. 

142. Es gibt nun aber unendliche viele Kreise, welche 
einen festen Kegelschnitt A in einem g^;ebenen Punkte A 
berühren. Alle diese Kreise bilden ein Büschel. Besitzt 




der Kegelschnitt k einen Mittelpunkt, so können wir zu A 
die in bezug auf die Achsen symmetrisch gelegenen Funkte 
A^ und A^ (F%. 82) aufsuchen. Die Kreise des Büschels, 
welche bezw. durch A^ und A^ gehen, müssen wegen der 
Symmetrie der Figur auch in diesen Funkten den K^el- 
schnitt berühren. Jeder dieser beiden Kreise berührt dem- 
nach den Kegelschnitt k doppelt, die Verbindungslinie A^ A^ 
ist ein Durchmesser von k und es ist selbstverständlich, 
daß die Achsen des Kegelschnittes die Winkel der Tan- 
genten o und a^ in A und A^, bez. a nnd a^ ia A und A^ 
halbieren. 

Verwenden wir nun zur ^eatiißm\a>% ^a Kegelschnittes 
etwa den Punkt A und die Tan^eTÄft a, wywvfe &R,~S\\dsi» 
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Bf C, D und wählen irgend einen die Gerade a in ^ 
bewahrenden Kreis Tc' als perspektives Bild^ so ist darch 
die Perspektiven Dreiecke B, C, D und B\ C'y D' die 
Achse 8 der Centralkollineation festgelegt, wahrend ihr 
Gentrom 8 mit A zusammenfallt. Diese Achse s geht durch 
die beiden weiteren Schnittpunkte von k' mit dem Kegel- 
schnitt. Durchlauft der Kreis h' das Kreisbüschei, so bilden 
die Punktpaare, welche er auf dem Kegelschnitt ä; noch 
ausschneidet, eine Involution. Zu jedem Kreise gehört 
ein solches Punktpaar und auch umgekehrt zu jedem 
Ponktpaar ein Kreis. Die Verbindungslinien der Punkte 
emes Paares oder anders ausgedrückt, fule Achsen s der oc^ 
Kollineationen laufen mithin nach 64. durch einen Punkt. 
Daß dies ein unendlich femer sein muß, ist unschwer ein- 
zusehen. Denn greift man statt h' einen andern Kreis k" 
des Büschels heraus, auf dem dann die Punkte JS", C", /)" 
durch die Projektionsstrahlen aus A ausgeschnitten werden, 
80 ist 

B''C''^B'C\ B''D"-H-5'D' u. s. f. 

und die neue Achse s' muß parallel zu s sein. Parallel der 
Kchtung 8 gibt es aber zwei Tangenten an k und diese 
berühren eben in den Punkten A^ und A^, 

Die Richtungen der Achsen des Kegelschnittes sind 
mithin auch zu erhalten als die Linien, welche die Winkel 
von s und a halbieren. Es ist also bewiesen: 

Bezieht man einen Mittelpunktskegelschnitt per- 
spektiv auf einen Kreis und liegt das Centrum der 
KoUineation auf dem Kegelschnitt, so werden die 
Eichtungen der Achsen gegeben durch die Halbie- 
rungslinien des Winkels, den die Achse der KoUi- 
neation mit der gemeinsamen Tangente im Centrmn 
bildet. 

Damit ist eine Konstruktion der Achsen gegeben, die 
wir im folgenden Beispiel durchführen; vorher aber wollen 
wir aus den obigen Sätzen noch eine weitere Folgerung 
ziehen. 

143. In dem Büschel von Parallelstrahlen, den die zu 
dem Kreisbüschel gehörigen Achsen s bilden, ist auch ein 
Strahl enthalten, der durch Ay d. h. dwich. das Centrum S 
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hindurchgeht. Der za dieser Achse gehörige Kreis mii£ 
mit dem Kegelschnitt Tc drei Punkte in A gemeinsam haben^ 
ist also der Krümmungskreis desselben. Wir gehen auf 
Konstruktionen desselben, die leicht abzuleiten wären, nicht 
weiter ein, sondern wollen dies Kesultat bloß noch verwenden 
in folgender Aufgabe: 

Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein Punkt 
Ay seine Tangente a, der Krümmungskreis in Af 
sowie zwei weitere Punkte B und G. Man kon- 
struiere den Kegelschnitt, in Sonderheit seine Achsen. 

Die CentralkoUineation hat ihr Centrum S im Punkte A'y 
SB und SC Uefem auf dem Kreise die Punkte B' und C" 
(Fig. 83). Im Schnittpunkte der Linien B C und B' C ei> 
halten wir einen Punkt der Achse s, die weiter durch A 
geht. Halbieren wir die Winkel, welche a und s bilden, so 




Fig. 83. 

sind dies die Sichtimgen der Achsen. Auf dem Kreise 
bestimmen diese Linien die Punkte Ai, Aij deren ent- 
sprechende A^ und A^ mit A drei Ecken eines dem ge- 
suchten Kegelschnitt eingeschriebenen Bechteckes geben. Der 
Schnittpunkt der Diagonalen dieses Bechteckes AA^A^A^ 
ist der Mittelpunkt des Kegelschnittes, die Langen der 
beiden Hauptachsen ergeben sich, durch Aufsuchung der 
entsprechenden Linien im Perspektiven Bilde. 

Eingehendere Ausführungen und weitere Aufgaben findet 
man z. B. in folgenden Werken: 
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Wiener: ^Jjehrbach der darstellenden Gecnnetrie^'. 1. Bd. 
6. Abschn. (X, XI). Leipzig 1884. 

V. Peschka: ^^Freie Perspektive^. 2. Aufl. Bd. L Leipzig 
1888. a 253 ff. 

Vonderlinn: i^Lehrbnch des Projektions-Zeichnens''. S.TeiL 
2. Hälfte. Stattgart 1892. 

Rohn & Papperitz: ,,Lehrbuoh der darstellenden Geo- 
metrie''. 1. Bd^ ö. Eap. Leipzig 1893. 



IV. Abschnitt. 

Die projektiven RanmtransformationeL 

VnL Kapitel. 

Eollineare und reziproke räumliche Systeme in 

getrennter Lage. 

§ 23. Die kollineare nnd reziproke Beziehung im Baume. 

Kollineare und reziproke Systeme, definiert durch 
die Zuordnung der Elemente mit den gleichen pro- 
jektiven Koordinaten. 

144. Wenden wir ims jetzt zur Betrachtung der Ver- 
wandtschaft räumlicher Systeme, so tritt zunächst der 
Unterschied zu Tage, daß solche Systeme, genau genommen, 
immer dem gleichen Träger angehören, sofern sie sich eben 
in dem einen, uns zur Verfügung stehenden Baume be- 
finden. Doch wollen wir ims einstweilen vorstellen, daß wir 
zwei sozusagen getrennte Gebiete imseres Baumes auf einander 
beziehen. Später sollen sich daran die Überlegungen schließen, 
die damit zusammenhängen, daß diese Baumgebiete erweitert 
sich ja vollständig durchsetzen. 

In jedem der beiden räumlichen Systeme oder „Bäume", 
die wir mit 2 und 2' bezeichnen wollen, wählen wir je ein 
Fundamentalsystem A^, A^, A^, A^y E bezw. J.i, Aiy Ai, 
Aly E\ Die projektiven Koordinaten Xi eines Punktes P 
von 2 und die Koordinaten xi eines Punktes P' des Systems 2' 
beziehen sich auf diese Fundamentaltetraeder. Die einfachste 
Möglichkeit, die Punkte der beÄeti ^^«tecafc <^\s^^&s\dfi.r zu- 



§ 23. Die koUiuMre und renproke Bedehong im Raame. 249 

zuordnen, besteht nun wieder darin, daß wir solche Punkte 
in 2 und 2' einander entsprechen lassen, die in jedem der 
beiden Xoordinatensysteme zu den gleichen VerhältniH- 
zahlen gehören. Offenbar ist die Verwandtschaft der Punkt- 
systeme dann eine eindeutige und sie wird durch die 
Gleichungen darstellt: 

QXi^Xi, QXi^Xty Q^i^QX^i QXl = X^ 

die wir in die eine zusammenfassen: 

(1) Qx!^Xi (»-1,2,3,4) 

Die Verschiedenheit der beiden raumlichen Systeme wird 
lediglich durch die Verschiedenheit der beiden Gruppen von 
Fundamentalpunkten bedingt. 

145. Das eindeutige Entsprechen der Punkte genügt 
aber noch nicht zur vollständigen Charakterisierung einer 
solchen Verwandtschaft. Es findet vielmehr statt bei allen ein- 
eindeutigen Punkttransformationen. Wir gewinnen dagegen 
ein weiteres XJnterscheidungsprinzip, wenn wir einen Punkt P 
des einen Systems eine Ebene beschreiben lassen. Dann 
j wird bei einer aUgemeinen Verwandtschaft der entsprechende 
Punkt P' eine Fläche von irgend welcher Ordnung durch- 
laufen. In unserm Falle ist diese Fläche wieder eine Ebene, 
wie sich aus den Gleichungen (1) durch Einsetzen in eine 
lineare Gleichung unmittelbar ergibt. Es entspricht mithin 
jeder Ebene wieder eine Ebene und folglich auch einer Ge- 
raden, dem Schnitt zweier Ebenen, wieder eine Gerade, der 
Schnitt der zwei entsprechenden Ebenen. 

Vergleicht man die Ebenen, die durch die Substitution 

(1) einander zugewiesen werden, so leitet man zwischen den 
Koordinaten f, und |/ solcher entsprechenden Ebenen den 
Zusammenhang ab 

(2) Qh'=ii (i=l, 2, 3, 4) 

Demnach haben auch entsprechende Ebenen der beiden 
Systeme die Eigenschaft, daß ihre Koordinaten durch die 
gleichen Verhältniszahlen dargestellt werden. Ob wir also 
von den Punkten oder Ebenen ausgehen, wir gelangen zu 
der gleichen Verwandtschaft. 

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so enthält auch die 
entsprechende Ebene den entsprechenden Punkt. Gleich- 
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bezeichnete Punkte Ai und A4 tragen koUineare Bündel^ was 
daraus leicht gefolgert werden kann^ daß beide Bändel sich 
nur durch die Yertauschung von x'i mit Xi unterscheiden. 
In der gleichen Weise sind die Ebenenbüschel aus ent- 
sprechenden Kanten der beiden Fundamentaltetraeder pro- 
jektiv. 

Für irgend zwei Ebenen e und e, die einander in ^ 
und ?' entsprechen, folgt dann aber^ daß sie kollinear auf 
einander bezogen werden. Denn die koUinearen Bündel 
aus zwei Punkten Ai und A! schneiden aus ihnen ent- 
sprechende Elemente der Verwandtschaft aus. 

Entsprechende Gerade der beiden Räume tragen pro- 
jektive Punktreihen und Ebenenbüschel. 

Durch die Zuweisung von Elementen mit den gleichen 
projektiven Koordinaten werden also die beiden Systeme 2 
und 2' in folgender Weise auf einander bezogen: 

Jedem Punkte des einen Systems entspricht ein 
und nur ein Punkt im zweiten und umgekehrt. 
Beschreibt der Punkt eine Ebene oder Gerade, so 
gilt das Gleiche von dem entsprechenden Punkte, 
und die dadurch entstehenden Grundgebilde zweiter 
bezw. erster Stufe sind kollinear bezw. projektiv. 
Irgend vier Elemente eines Grundgebildes erster 
Stufe und die vier ihnen entsprechenden bilden 
also das gleiche Doppelverhältnis. 

Die beiden Systeme nennt man ^^kollinear'^ und die 
Beziehung selbst eine „Kollineation". 

146. Benutzen wir die gleichen Yerhaltniszahlen^ um 
durch dieselben im Systeme 2 einen Punkt Xi^ im 
System 2' aber eine Ebene 1/ zu bestimmen^ so erhalten 
wir, durch die Gleichungen 

(3) Q^i^Xi (i=l, 2, 3, 4) 

definiert, die zweite projektive Verwandtschaft räumlicher 
Systeme, die sogenannte „Korrelation". 

Legen wir durch den Punkt Xi irgend eine Ebene, 
deren Gleichimg 

'2 SiXi= 
und wenden auf sie die Substitution (3) an, so werden die 
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Punkte des ^-Baumes mit den Ebenen des 2* -Raumes 
durch die Formeln verknfipft: 

(4) ö^/=f. (i-1,2, 3, 4) 

Dem Ebenenbündel Xi entspricht das Punktfeld in der 
Ebene f/ u. s. f. 

Diese so auf einander bezogenen „reziproken" oder 
»'k)rrelativen" Systeme haben ^ abgesehen von dem Um- 
%de, daß sich ungleichartige Elemente — Punkt und 
^We — entsprechen, genau die nämlichen Eigenschaften 
%& die kollinearen: entsprechende GrundgebUde zweiter 
l>ezw. erster Stufe sind reziprok bezw. projektiv. Durch die 
Möglichkeit, solche reziproke Systeme herzustellen, wird das 
Dualitätsgesetz in seiner Formulierung für den Raum 
bewiesen. 

Die Bestimmung einer Kollineation oder Korrelation 
isk damit gleichzeitig erledigt Denn da fünf Punkte oder 
tonf Ebenen in allgemeiner Lage stets als ein Koordinaten- 
system benutzt werden können, so folgt: 

Eine Kollineation im Räume ist eindeutig be- 
stimmt, wenn irgend fünf Punkten des einen Systems 
oder auch irgend fünf Ebenen desselben ebensoviele 
Punkte oder Ebenen des zweiten Systems zugeordnet 
werden, wobei sich diese Elemente in allgemeiner 
Lage befinden müssen. 

Eine Korrelation wird bestimmt, wenn man zu 
irfi^end fünf Punkten des einen Systems fünf Ebenen 
dl anderen Systems, je in a%eineiner Lage, als 
enteprechend «Limmt ^ ^ 

In betreff anderer Bestimmungsarten einer Kollineation 
sei nur bemerkt, daß durch die Angabe von vier Pimkten 
und einer Ebene oder vier Ebenen und einem Punkte in 
jedem der beiden Systeme eine kollineare Beziehung eben- 
falls eindeutig festgelegt wird, da vier Punkte oder vier 
Ebenen ebensoviel Ebenen bezw. Punkte liefern. Wählt 
man dagegen drei Punkte und zwei Ebenen oder drei Ebenen 
und zwei Punkte in jedem der Systeme ganz beliebig, so 
ist im allgemeinen keine Kollineation möglich mit diesen 
Elementen als entsprechenden. 
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Die allgemeine^ lineare Substitution. 

147. Die Gleichungen (1) stellen nun wieder den 
speziellsten Fall folgender allgemeinen, linearen Sub- 
stitution vor: 

QXi = «11 a?! + «12^2 + »13^3 + »14^4 
QX2 = 0^21*^ I ^22*^2 ~r ^3 »^8 I ^24*^4 
QX^ = %i^i + 0532*^2 "r %8*^3 ~r 0^34^4 
QX^ = 0^41^1 + 0^42^9 + 0^43^3 + ^^44 ^4 

Diese ganze Gruppe von Gleichungen ersetzen wir durch 
die eine: 

» = 4 

(5) ö^/= 2" aa Xu {i = 1, 2, 3, 4) 

jfc=i 

Wir können damit zu jedem Punkte P mit den Ko- 
ordinaten Xi den entsprechenden P' mit den Koordinaten Xi 
angeben: daß aber auch umgekehrt zu jedem Punkte P' ein 
Punkt P sich ergibt, wird klar, wenn wir die Gleichungen (5) 
nach den x^ auflösen. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß dies möglich sei, wird aber dadurch 
gegeben, daß die Determinante der Substitution 



zJ = 



«11 

«21 

«31 



%2 « 



13 



a 



22 



«23 



%2 «i 



33 



a 



41 



a 



42 



a 



43 



«14 
«24 
«34 
«44 



von NuU verschieden sei, d.h. A:^0. Machen wir also 
die Voraussetzung, daß A nicht verschwindet, so liefert das 
Gleichungssystem (5), nach den Xi aufgelöst, bekanntlich: 



(6) 






Hierbei ist a,i die dreireihige Unterdeterminante, die in A 
zu dem Element aa gehört. Demnach läßt sich auch um- 
gekehrt zu jedem Punkte P' oder Xi nur ein Punkt P 
oder Xi ermitteln. Beschreibt ferner P oder P' eine Ebene, 
so ist der entsprechende Punkt auf eine Ebene angewiesen 
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und die Vergleichung der Koeffizienten fülirt zu den 
transponierten Substitutionen: 

(7) öÄ=*ik&' 

(i»l, 2, 3,4) 

(8) qS:-:S aah 

148. Aber auch die Gleichungen (5) bis (8) stellen 
keine allgemeinere Verwandtschaft dar wie die Gleichungen (1) 
und (2): vielmehr lassen sich zwei durch die Gleichungen (5) 
auf einander bezogene Systeme bei passender WaM der 
Xoordinatentetraeder wieder in der zweiten Form darstellen: 
man hat nämlich nur nötig, in entsprechende Punkte der 
beiden Systeme auch einander zugeordnete Fundamental- 
punkte zu verlegen. So stellen z. B. die Gleichungen 

(9) Qxi^OiiXi (i«l, 2, 3, 4) 

zwei koUineare Räume dar, bei denen zwar die vier Ecken 
der Fundamentaltetraeder, nicht aber die Einheitspunkte 
einander entsprechen. Sind auch die Einheitspunkte einander 
zugewiesen, so erhalt man eben die Form der Gleichungen (1). 
(Vergl. übrigens 92.) 

Ganz ebenso liefern die Gleichungen: 

(10) Q^\ = 2 «**^» (* = 1^ 2, 3, 4) 
sowie die daraus abgeleiteten: 

(11) £l^ _ 2 «*.li (i = 1, 2, 3, 4) 

(12) Qh = 2 '**''^* ^* = ^' ^^ ^' ^^ 

(13) Qofi = 2 «•*^* (^ = 1> 2, 3, 4) 

die korrelative Beziehung, wie sie auch schon durch die 
Gleichungen (3) und (4) gegeben war, in allgemeinster 
Darstellung. 
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Der unendlich fernen Ebene im einen oder anderen 
System ordnet eine Kollineation im allgemeinen je eine im 
leidlichen gelegene Ebene, die sog. „Fluchtebene" zu, deren 
Gleichimg aufzustellen keine Schwierigkeit bereitet (Vergl. 65.)- 

Eine Korrelation läßt ebenso der unendlich fernen 
Ebene von 2 und 2' je einen im Endlichen gelegenen 
Punkt (den Mittelpunkt) entsprechen. In betreff der Ge- 
bilde, die in kollinearen bezw. korrelativen Büumen einander 
entsprechen, kann auf das Frühere (73. 77.) verwiesen werden. 

Zusammenfassend bemerken wir: 

Die allgemeine, lineare, homogene Substitution 
im quatemären Gebiet mit nicht verschwindender 
Determinante stellt je nach der Verknüpfimg der 
Koordinaten eine raumliche Kollineation oder Kor- 
relation, also eine projektive Transformation, dar. 

Darstellung in nicht-homogenen Koordinaten. 

149. Beabsichtigen wir, eine projektive Transformation 
in nicht-homogenen, schiefwinkeligen Koordinaten dar- 
zustellen, so können wir die zu Grunde gelegten Funda- 
mentaltetraeder zum Unendlich - Fernen in eine besondere 
Lage bringen, indem wir etwa die Koordinatenebenen x^=0 
und ^4 » mit der unendlich fernen Ebene in jedem der 
beiden Systeme zusammenfallen lassen. Die übrigen drei 
Koordinatenebenen liefern dann je ein gewöhnliches, schief- 
winkeliges Koordinatensystem und die soeben aufgestellten 
Formeln gehen (vergl. 37) vermittels der Umformungen 

X-l SCa SCo 

^ = — y = — z= — 

x^ x^ x^ 

über in die folgenden: 

a^x + h^y + c^0 + d^ 



X = 



(14) y' = 



z = 



0^4^ + hy + ^4^ + ^4 
«4^ + hy + ^4^ + ^4 

^s^ + hy + cs^ + ^s 

«4^ + hy + ^4^ + ^4 
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Die Auflösimg dieser Gleichungen nach x'^ y\ z' läßt 
sich leicht bewerkstelligen und ebenso die Aufstellung der 
Beziehungen zwischen den Linienkoordinaten (78.). Es mag 
bemerkt werden^ daß der unendlich fernen Ebene verschiedene 
Ebenen entsprechen, je nachdem man sie als zum einen 
oder anderen System gehörig betrachtet. Es zeigt sich also: 

In nicht-homogenen (schiefwinkeligen) Koordinaten 
werden die projektiven Baumtransformationen durch 
eine lineare, gebrochene Substitution mit dem 
gleichen Nenner dargestellt. 

In den Gleichungen (14) treten 16 Konstante auf, die 
sich durch Division mit einer derselben auf 15 wesentliche 
reduzieren; daraus folgt: 

Es gibt oo^^ Kollineationen bezw. Korrelationen 
im Räume, oder alle Kollineationen bezw. Kor- 
relationen des Baumes bilden eine 15 fach unendliche 
Mannigfaltigkeit. 

Daß die projektiven Transformationen, sowohl die in 
der Ebene als auch die räumlichen, eine Gruppe bilden, folgt 
in ahnlicher Weise wie früher. (Vergl. die Bemerkung von 51.) 

Die Ausartungen der Kollineation und Korrelation. 

150. Unerledigt blieb bisher noch der Fall, wo die 
Determinante A einer linearen Substitution den Wert 
hatte. Das Verschwinden dieser Größe hat zur Folge, daß 
zwischen den Gleichungen (5) eine lineare Abhängigkeit be- 
steht. In der Tat können wir doch für ganz beliebige Werte 
der Xi folgende Umformung durchfuhren: 



«11^ 


«12 


«18 


«14 


«21^1 


«22 


«28 


«24 

• 


«81^1 


«82 


«88 


«84 


^41^1 


0^42 


«48 


«44 



— a?i^=-0 



QX^ «12 «18 «14 

QX% «21 «28 «24 

qX^ «31 «32 «34 

qx'^ a4i «42 «44 

oder: 

ax\x[ + OaiiCa + asi^Cg + (i^\X'^ = 

eine Beziehung, die überhaupt in der Form geschrieben 
werden kann: 

*i'a*,a:*' = (i=l, 2, 3, 4) 

Ä=l 
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Dadurch wird eine ,,singuläre^^ Ebene d' im System 2' dar-* — 
gestellt, und einem beliebigen Punkte x, in U entsprid^j-t 
demnach ein Punkt in dieser Ebene. Betrachten wSjx 
andererseits die Gleichimgen 

i*aa^i=0 (»=1,2,3,4) 

k—l 

SO sind dies vier Ebenen im System 2*, und wegen A = 
gehen dieselben durch einen Punkt O, Dessen Koor(3.i- 
naten Xi befriedigen diese vier Gleichungen, und bei R«- 
nutzung dieser Werte erhalten wir folglich aus dem Systeüi 
der Gleichungen (5) für die a?/ die Verhältniszahlen 
d. h. die Xf werden unbestinunt. Der Punkt G ist ein 
singulärer Punkt des Systems 2! und ihm entsprechen 
alle Punkte des anderen Kaumes 2'. 

Verbinden wir femer irgend einen Punkt von ü mt 
den Koordinaten Xi mit G durch eine Gerade, so werden 
die Koordinaten eines Punktes dieser Verbindungslinie die 
Werte haben: 

XXi '\- jLlXi 

Da die X, die linken Seiten der Gleichungen (5) zu Null 
machen, so ist der entsprechende Punkt a?/ immer der gleiche, 
nämlich der Punkt in der Ebene d\ der dem Punkte Xi zu- 

§ewiesen ist. Man erkennt auf diesem Wege, daß der 
•trahlenbündel G auf das Punktfeld d' kollinear bezogen ist, 
worin wir die charakteristische Eigenschaft dieser „aus- 
gearteten^^ Kollineation zu erblicken haben. 

Wir haben vorausgesetzt, daß J = war, dagegen 
sollten die dreireihigen Unterdeterminanten aa nicht sämt- 
lich verschwinden. Die dadurch entstehende Ausartung 
einer Kollineation ordnet demnach die räumlichen Systeme 
in folgender Weise einander: 

In 2! existiert ein singulärer Punkt G, in -Z" eine 
singulare Ebene d\ Der Strahlenbündel G und das Punkt- 
feld (5' sind kollinear auf einander bezogen. Einem be- 
liebigen Punkt P von 2 entspricht der Punkt, welcher dem 
Strahle PG in (5' zugewiesen ist; dem Pimkte G entsprechen 
alle Punkte von 2\ 

151. Sind außer A auch alle dreireihigen Unter- 
deteiwinanten == 0, während ö\e i^NÄt^^öc^xi Taaht alle 



,QX{ 


«18 


«14 


Q^ 


«88 


«84 


QXl 


«48 


«44 
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verschwinden mögen, so bestehen zwischen den Glei- 
chungen (5) zwei lineare Relationen, wie die folgende Um- 
fonnong zeigt; es ist: 

«11*^1 I* ^12^« «18 «14 
^ «81*^1 ~r «82 »^2 «88 «34 ^* 
«41^1 "f* «42*^ «43 «4ll 

oder: 

Axl+ Cxi+Dxi=0 

In ahnlicher Weise würde man z. B. die Beziehung 
ableiten: 

A'xl+B'x^+D'x^^^O 

Zwei der Gleichungen (5) sind eine Folge der zwei übrigen. 
In jedem der beiden Systeme existieil eine singulare 
Gerade, in H heiße sie g, in 2*' A'. Der Ebencnbüschel g 
ist projektiv auf die Punktreihe h bezogen. Jedem Punkte 
von g entsprechen alle Punkte von -j', den sämtlichen 
Punkten einer Ebene durch g entspricht der zugeordnete 
Punkt auf h u.s.f. 

Würden endlich auch alle zweireihigen Unterdeteniii- 
nanten verschwinden, so wäre von den vier Gleichungen (5) 
nur eine unabhängig, die drei anderen Gleichungen sind 
durch Multiplikation der einen Gleichung mit bestimmten 
Zahlen hervorgegangen. 

Im Baume 2! haben wir eine singulare Ebene d, etwa: 

«11 »^1 l «12 «^f ~r «18*^8 "T «14*^4 ^^ ^ 

im System ^' einen singulären Punkt H% dessen Ko- 
ordinaten durch die obigen Zahlen bestimmt sind. Jedem 
Punkte von 2 entspricht der Punkt H', da in dem Ver- 
hältnis der x/ bloß die konstanten Zahlen stehen bleiben. 
Jedem Punkte der Ebene ö entsprechen alle Punkte von 2!\ 
Die Ausartungen der Korrelation lassen sich in ähn- 
licher Weise unmittelbar ableiten oder auch dadurch, daß 
man in den ausgearteten, kollinearen Systemen das eine 
durch ein reziprokes ersetzt. Bei der einfachsten Aus- 
artung der Korrelation z. B. erhält man in jedem Räume 
zwei singulare Punkte, und die Bündel in denselben sind 
reziprok auf einander bezogen. 

Doeblemmnn, OeometrUcbe Transformationen. ^ 
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§ 24. Das Mobinssche Netz im Bannte. 

Konstruktion eines räumlichen Netzes. 

152. Zwei Gerade, die in einer Ebene Kegen, be- 
stimmen einen Schnittpunkt, zwei Ebenen eine Schnitt- 
gerade, eine Ebene und eine Gerade im allgemeinen einen 
Schnittpunkt: dieses Aufsuchen eines gemeinsamen Elementes 
bezeichnet man als die Operation des „Schneidens^^. In 
gleicherweise gibt es drei Operationen des „Projizierens^^: 
zwei Punkte kann man durch eine Gerade, zwei sich schnei- 
dende Gerade durch eine Ebene, einen Punkt und eine 
Gerade wieder durch eine Ebene verbinden. Wir können 
diese Konstruktionen auch insgesamt als „lineare^^ be- 
zeichnen mit Rücksicht auf die Natur der dabei aus- 
zuführenden algebraischen Prozesse. Stellen wir uns nun 
die Aufgabe: Wieviel Elemente muß man annehmen, um 
eine unbegrenzte Reihe solcher linearer Konstruktionen aus- 
fuhren zu können und welche Eigenschaften kommen allen 
dadurch ermittelten neuen Elementen zu? 

Vier Ebenen oder vier Punkte genügen bloß zur Be- 
stimmung eines Tetraders, und die Möglichkeit weiterer 
Operationen ist nicht gegeben. Diese tritt erst ein, wenn 
wir uns fünf Punkte oder fünf Ebenen ganz beliebig geben. 
Sind in Figur 84 A^^ A^, . . ., At^ diese fünf Punkte, so 
leiten wir aus ihnen durch eine einmalige Operation des 
Projizierens zunächst zehn Verbindungsgerade a,- ab: A^A^^ 
A^Aq u. s. f. Diese liefern auf einer zweiten Stufe zu je 
zweien verbunden zehn Ebenen a,-, wie AiA2Alq,AiA2A4^ u.s.f., 
womit wiederum der Bereich dieser Konstruktionen, welche 
die Elemente der „zweiten Generation'^ erzeugen, abgeschlossen 
ist. Für die folgende Reihe von .Operationen stehen nun- 
mehr außer den fünf gegebenen Punkten sowohl die zehn 
Geraden a,- als auch die zehn Ebenen a,- zur Verfügung. 
Als neue Elemente erhalten wir Punkte und Ebenen. Wir 
können nämlich einerseits die Verbindungslinie zweier Punkte, 
z. B. A1A2, mit der Ebene der drei übrigen Punkte ^.3^4-^5 
zum Schnitt bringen in B^^ • Solche Punkte Ba (i, A = 1, 2, 3, 4) 
werden zehn zu konstruieren sein. Andererseits liefern die 
zehn Ebenen a,- noch Schnittgerade: beispielsweise schneiden 
sich die Ebenen 

A^ A^ Aq und Ai A^^ A^ 
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in einer Geraden, welche durch Ä^ geht und die Punkte J?28 
und J?45 enthält Diese Geraden mögen mit hi bezeichnet 
werden: man zahlt leicht ab^ daß ihre Anzahl fünfzehn 
betragt 

Li der folgenden Konstruktionsstufe sind die Ver- 
bindungslinien der Punkte Ba ins Auge zu faAsen^ soweit 




Fig. 84. 



sie nicht als Gerade 6, bereits berücksichtigt wurden. Wir 
erhalten dreißig solche neue Linien c,- . Dazu kommen noch 
die Verbindungsebenen, zu denen die Geraden 6, Ver- 
anlassung geben: dies gibt fünfzehn neue Ebenen ßi. 

Die nächste Generetion bestände in den zwanzig ^^ 
bindungsebenen y,- der Linien c,-, soweit sie nicht dur 
Punkte Ai gehen und in den Schnittpunkten der I 

17* 
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mit den Linien ßi u. s. f. Folgende Zusammenstellung er- 
leichtert etwas den Überblick: 

Gegeben die fünf Punkte Ai : 

_ ^ .. f Die 10 Geraden a^, wie A^A., 

Erste Generation: iT^«i/^-ini- • a ä a 

l Die 10 Ebenen a,-, wie A^A^A^, 

i Die 10 Punkte B^. 

\ Die 15 Gerade ft,-, wie A^B^r^B^^. 

{Die 30 Geraden c,-, wie By^^B^^. 
Die 15 Ebenen )8,-, wie A^B^r^B^^B^^B^^ . 

Die 20 Ebenen y,-, wie B^qB^^B^^. 

Die Sclinittpunkte der Linien c,- mit den 

Ebenen ßi. 
u. s. f. 



Zweite 



Dritte 



Vierte 



99 



99 



99 



Die Zahl der neu entstehenden Elemente nimmt rasch 
zu. So liefern allein die 45 Geraden 6,- und c,- unter einander 
und in Verbindung mit den 35 Ebenen ßi imd y,- bereits 
290 Punkte, die sich in acht verschiedene Gruppen ordnen,*) 
Es ist aber auch unsere Absicht, allgemeine Sätze über 
alle auf solche Weise zu konstruierenden Elemente auf- 
zustellen. Wir bezeichnen das System der Punkte, Geraden 
und Ebenen, das Yidr auf diese Weise konstruieren können, 
als ein „Netz im Räume" die gegebenen fünf Punkte 
heißen die „Hauptpunkte, und die Elemente, auf welche 
wir durch die Konstruktion des Netzes geführt werden, 
nennen wir die Punkte, Gerade oder Ebenen des Netzes. 

Ausgehend von fünf Ebenen kann man eine ganz 
analoge Netzkonstruktion durchfuhren. 

153. Um auf dem Wege der Rechnung die Elemente 
des Netzes darzustellen, wählen wir die Punkte A^^A^, A^y A^^ 
als Ecken des Koordinatentetraeders und A^ zum Einheits- 
punkte. Die Gleichung dieses Punktes werde mit A^ be- 
zeichnet, so daß also: 



*) Hamilton: „Elemente der Quaternionen", Deutsch von 
P. Glan. Leipzig 1881. 1. Band, Seite 76 f. 
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Indem wir Ä^ aus den Ecken des Fundamentaltetraeders 
projizieren, erhalten wir die Punkte -B^j, JSgj, -835, B^^ und 
finden deren Gleichungen: 



^^ ^2+ ^8+ ^4= (fl+ ^2+ ^3+ fJ — fl= 

B^^i, + Ss + h-0 

Bss^Si + i2 + S,-0 
B,s^Si + i, + is = 

Für die übrigen Punkte Ba ergeben sich unter Be- 
rücksichtigung der Identität 

fl+f« = fl+f2+f8— fs 

folgende Darstellungen: 

^ = li + f 2 = ^ = f , + f 3 = 

^ = f 1 + f 8 = ^ = I, + f 4 = 

Schreiben wir weiter folgende Zerlegungen an: 

0=fl+f2+f3 + 2f4-(fl+f2+f3+^4) + f4 = ^5 + ^ 

- (^2 + ^3 + ^4) + (fH- ^3jF ^4)- ^3 

^ -B15 + ^25 — ^3 

- (I2 + f 3 + ^4) + (IH- ^2J+ f 4) - ^2 

^ (f 1 + f 3 + f 4) + (^+ ^2^ h) - f 1 

I)emnach stellt 

einen Punkt auf der Verbindimgslinie Ä^^Ä^ vor, indem 
sich die drei Ebenen B^^B^^Äg, B^^B^^A^, B^^B^^A^ 
begegnen. Ohne Mühe findet man, daß 

der Schnittpimkt der Ebene B^^B^^B^^ mit der Verbindungs- 
linie A4A5 u. 8. f. 
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154. Es gilt nun wieder allgemein der Satz: 

Jeder Punkt des Netzes wird durch eine Gleichung 

1 = 1 

dargestellt, in der die a,- rationale, ganze Zahlen, 
nämlich die Koordinaten dieses Punktes sind. Die- 
selben hängen bloß ab von dem Konstruktionsweg, 
also von der Reihe der Operationen im Netze, 
durch welche man zu dem Punkte gelangte. 

Ein Punkt des Netzes entsteht entweder als Schnitt- 
punkt zweier Geraden der gleichen Ebene oder als Schnitt 
einer Netzgeraden imd einer Netzebene. Sind im zweiten 
Falle die Punkte, welche die Gerade verbindet, 

J^Z ii^i = K= 2 kiSi = 

während die Ebene durch die Punkte 

bestimmt sein mag, so muß der Schnittpunkt dieser Geraden 
mit dieser Ebene sowohl in der Form 

als auch in der anderen 

Z'L + m-J[f+n-JV=0 

geschrieben werden können. Soll aber die Gleichung 

i . J + Je . K+ l' L + m- M+ n • N= 

identisch verschwinden, so liefert dieselbe zur Bestimmimg 
der Verhältnisse der Koeffizienten i, ky l, m, n vier lineare 
homogene Gleichungen. Da man femer die obige Gleichung 
auf zehn verschiedene Arten in einen zweiteiligen und einen 
dreiteiligen Ausdruck zerspalten kann, so haben wir damit 
zehn Pimkte bestimmt, die sich aus den Punkten J, K, L, 
My N ebenso herleiten wie die Punkte Ba aus den Punkten -4,-. 
Weil femer bei der Auflösung des Systems linearer Gleichungen 
keine Irrationalitäten sich ergeben können, so sind die Zahlen- 
werte i, . . ., n rational, wenn die Gleichimgen der Punkte 
eT", K, Lf My N nur rationale Koeffizienten enthalten. Von 
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den Punkten J5,jt haben wir aber durch direkte Ausrechnung 
gezeigt^ daß sie in rationaler Form sich darstellen, folglich 
gilt dies von jeder neuen Gruppe von zehn Punkten. Granz 
ähnlich beweist man die Richtigkeit des Satzes^ wenn der 
Netzpunkt als Schnitt zweier Net^eraden gefunden wird. 

155. Aber auch die Umkehrung des vorigen Satzes bleibt 
wieder richtig: 

Wird ein Punkt durch eine Gleichung 

dargestellt, in der die o,- rationale (positive oder 
negative) ganze Zahlen sind, so gehört er dem Netze 
an und kann durch eine endliche Zahl von Kon- 
struktionen erreicht werden. 

Der Beweis ergibt sich ähnlich wie beim ebenen Netz, 
indem man die Linien Ä^Ä^, ^Ä^ u. s. f. benutzt, um den 
Punkt successive zu konstruieren. 

Die Punkte des Raumes, welche wir durch die Netz- 
konstruktion wirklich erreichen, haben also rationale Ko- 
ordinaten und mögen deswegen „rationale Punkte" heißen. 
Es gibt aber natürlich auch Punkte im Räume, denen man 
durch die Netzkonstruktion lediglich beliebig nahe kommen 
kann. Bedeutet r irgend eine noch so kleine Größe, so kann 
man Punkte des Netzes finden, welche von dem betrachteten 
Punkte eine Entfernung haben die kleiner als r ist oder mit 
anderen Worten: beschreibt man um den in Rede stehenden 
Punkt mit r als Radius eine Kugel, so ist es möglich, mit 
Punkten des Netzes in das Innere dieser Kugel einzudringen. 
Dies läßt sich in ähnlicher Weise wie in der Ebene dartun. 
Man darf annehmen, daß von einer der Ecken des Koordi- 
natentetraeders aus ein reeller Kegel von Tangenten an die 
Kugel geht, der die gegenüberliegenden Tetraederfläche in 
einer Ellipse durchsetzt. Im Innern dieser Ellipse kann man 
sicher rationale Punkte angeben. Werden diese mit der 
Spitze des Kegels verbunden, so lassen sich auf dieser Ver- 
bmdungslinie wieder rationale Punkte auffinden, die im Innern 
der genannten Kugel liegen. Solche Punkte des Raumes, 
die also durch eine endUche Zahl von Netzkonstruktionen 
nicht zu erreichen sind, heißen „irrationale^' Punkte. 
(Mobius: Baiycentrischer Kalkül 1821.^ 
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Aus jeder Ebene des Netzes schneidet das räumliche 
Netz ein ebenes Netz ans. 

Irgend vier Punkte des Netzes, die auf einer Geraden 
Hegen oder vier Netzebenen durch eine Gerade bilden ein 
Doppelverhaltnis, das sich rational ausdrücken läßt. 

Die kollineare und reziproke Beziehung, vermittelt 

durch die Netzkonstruktion. 

156. Unter Zugrundelegung zweier Gruppen von je 
fiinf Punkten Äi bezw. -4/ können wir zwei Netze konstru- 
ieren. Ordnen wir in den beiden Säumen solche rationale 
Punkte einander zu, welche durch die gleichen Konstruktionen, 
also auf dem gleichen Wege, erreicht werden, femer solche 
irrationale Punkte, die durch die gleichen Grenzprozesse 
definiert sind. Die dadurch hergestellte Beziehung wird sich 
dann als identisch mit der Kollineation erweisen; denn ent- 
sprechende Elemente werden durch die gleichen projektiven 
Koordinaten in jedem Saume festgelegt. 

Geben wir uns statt der zweiten Gruppe von Punkten 
fünf Ebenen und legen dieselben einer Netzkonstruktion zu 
Grunde, so können wir jeder Konstruktion im ersten Netz 
die räumlich-duale im zweiten Netze zuweisen. Jedem Punkte 
wird dann eine Ebene entsprechen u. s. f. Damit ist dem- 
nach eine rein geometrische (und lineare) Erzeugung der 
Korrelation gefimdeu. 

Anwendung in der Krystallographie. 

157. Eine einfache Spezialisierung des Möbiußschen 
Netzes fuhrt uns zu der charakteristischen Eigenschaft, durch 
welche sich die Krystallformen vor den allgemeinen Poly- 
edern auszeichnen. Legen wir nämlich einer Netzkonstruktion 
vier beliebige Ebenen, sowie die unendlich ferne Ebene zu 
Grunde, so treten als Punkte des Netzes zunächst die Ecken 
Ä, Bf Cf D des Tetraeders auf, welches diese vier Ebenen 
bilden; femer gehören die unendlich fernen Punkte der 
Tetraederkanten ebenfalls dem Netze an, so z. B. die unend- 
lich fernen Punkte A, B, C der Kanten DA, DB, D(^ 
(Fig. 85). Begegnet imn irgei^id ^vae weitere Ebene des 

Netzes diesen drei Kanten m öien ^xjöMkö. AI ^ ^ ^ C ^i 
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erinnern wir uns an die Eigenschaft^ daß alle Doppelverhali- 
nisse von vier Elementen eines Netzes rationale Werte be- 
sitzen^ so folgt, daß im vorliegenden Falle die drei Quotienten 



DA' 
DA 



DB' 
DB 



DC 
DC 



rationale Zahlenwerte repräsentieren und andererseits muß 
jede Ebene, welche solche Strecken DA', DB% D C ab- 
schneidet, daß diese Bedingung 
erfüllt ist, dem Netze angehören. 
Setzen wir jetzt voraus, 
daß die Ebenen DABy DAC, 
DBG drei Flächen eines Kry- 
stalles, also DAy DB, DG 
Kanten des Krjstalles sind; 
AB GyA'B'G', femer ^''J5'' O' 
u. s. f. seien die Schnittpunkte, 
welche weitere Flächen des 
Ejy Stalles auf den Achsen DA, 
DB, D G erzeugen. Dann zeigt 
die Erfahrung, daß sich die 
Abschnitte DA, DA', DA" 
wie rationale Zahlen verhalten 
und zwar überdies wie ein- 
fache, meistens aus der Reihe 




Fig. 85. 



1 bis 10, also z. B. wie 1:2:3, oder — 



1 
2 



1 
3 



-r U. S. f. 

4 



Das Gleiche gilt natürlich für die Abschnitte DB, DB\. 

und ebenso für DG, DG' Diese Tatsache ist als das 

Gesetz der rationalen Verhältnisse oder Parameter (Indices) 
in der Kiystallographie bezeichnet worden. Dasselbe läßt 
sich im Zusammenhalt mit dem obigen dann auch so aus- 
drücken, daß alle weiteren I&ystallflächen dem erwähnten 
speziellen Netze angehören, das durch irgend vier der Flächen 
des Eoystalls in Verbindung mit der unendlich fernen Ebene 
bestimmt Yidrd. 

Nach einem weiteren Erfahrungssatz, dem Gesetz der 
Winkelkonstanz, sind bei einem Krystall lediglich die Winkel 
zwischen den Kanten und Flächen unveränderlich und cha- 
rakteristisch für die Spezies. Es genügt deswegen in vielen 
Fällen, durch einen beliebigen Punkt P zu den Kanten und 
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Flächen des Krystalls Grerade und Ebenen parallel zu legen 
und diesen Bündel zu studieren. 

Tuen wir dies aber im obigen Falle für das Netz ans 
den erwähnten fünf Ebenen^ unter denen sich die unendlich 
ferne befindet, so kommt dies darauf hinaus, daß wir das in dieser 
unendlich fernen Ebene befindliche ebene Netz aus P proji- 
zieren. Dadurch erhalten wir ein Netz im Bündel P (vergl. 80.) 
und dasselbe ist bestimmt durch die vier Ebenen^ die durch P 
parallel zu den vier Krystallflächen laufen. Aus diesen 
vier Ebenen können wir folglich die Eichtungen aller 
Kanten und die Stellungen aller Ebenen des Krystalls 
durch die linearen Bündelkonstruktionen ableiten. In Betreff 
weiterer Ausfuhrungen verweisen wir auf: 

Th. Liebisch: „Geometrische Krystallographie^'. Leipzigl881. 

E. Blas ins: „Beitrag zur geometrischen E^rystallographie. 
Ann. der Phys. u. Chem. Bd. 41, 1890. 

In Betreff* der Tragweite des Gresetzes der rationalen 
Indices vergleiche man auch die Arbeiten von W.Bar low 
und C. Viola in der Zeitschr. für Krystallographie und 
Mineralogie. Bd. 34, 1901. 



§ 25. Spezielle Fälle der kollinearen Beziehung. 

Die Affinität im Baume. 

158. Auf einen speziellen Fall der Kollineation werden 
wir geführt, wenn wir eine kollineare Beziehung zweier 
Systeme so bestimmen, daß das Unendliche in besondere 
Beziehung gebracht ist, wenn wir also die unendlich fernen 
Ebenen der beiden Baume einander entsprechen lassen oder 
mit andern Worten eine Kollineation zu ermitteln suchen, 
welche die unendlich ferne Ebene des Raumes in sich 
überführt. 

Wir werden uns dann noch in jedem der beiden Systeme 
z. B. vier Ebenen oder vier Punkte geben dürfen, können 
also etwa zwei Tetraeder einander beliebig zuordnen. Die 
dadurch festgelegte Kollineation nennt man „Affinität", die 
Systeme „affin". 

Machen Ynr Gebrauch von dem Vorteil, den für diesen 
Fall die Einfuhrung nicht-homogener Koordinaten bietet, 
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so werden wir zwei schiefwinkelige Aehsensysteme uns im 
Baame fixiert denken: wir ordnen die gleich bezeichneten 
Xoordinatenebenen einander zu, außerdem die unendlich 
fernen Ebenen beider Systeme, womit vier Punkte, nämlich 
der Koordinatenanfang und die unendlich fernen Punkte 
der drei Achsen den entsprechenden im andern System zu- 
gewiesen sind. Dies gibt die Gleichungen: 

(1) x'^ax y'^zhy e'^^ce 

Die Konstanten a,bfC können noch so bestimmt werden, 
daß einem vorgegebenen Punkte des einen Systems ein 
gegebener Punkt im andern System entspricht. Ordnen wir 
z. B. die beiden Eiuheitspunkte einander zu, so werden diese 
Konstanten je der Einheit gleich und wir erhalten: 

(2) x^=x y^^y e'^e 

Die beiden räumlichen Systeme wären identisch, wenn die 
Koordiuatenkreuze nicht von einander verschieden, etwa das 
eine rechtwinkelig, das andere schiefwinkelig angenommen 
würden. 

Als wichtigste Eigenschaft affiner Eäume erkennt man 
dann, daß jedem unendUch fernen Punkte wieder ein un- 
endlich femer Punkt, jeder unendlich fernen Geraden wieder 
eine unendlich ferne Gerade entspricht oder auch: einem 
Parallelstrahlenbündel oder Büschel entspricht wieder ein 
solches Gebilde und ebenso einem Parallelebenenbüschel. 

Irgend zwei ebene System, die in den affinen Bäumen 
einander entsprechen, sind folglich affin (vergl. 85.). 

159. Entspricht der Geraden g die Geraden g% so 
werden die Punktreihen auf ihnen ähnlich sein. Entsprechende 
Strecken A B auf g und A^ B' auf gr' stehen in einem Ver- 
hältnis Je, das zunächst for die beiden Geraden g imd g' den 
gleichen Wert beibehält, so daß also 

A'B' 

Ist aber l irgend eine zu g parallele Gerade, so wird die ent- 
sprechende Gerade V 4= 9^- Wählen wir zwei Punkte C 
und D auf l, so daß AC ^ BD, so müssen diesen Parallelen 
wieder Parallele entsprechen d. h. es wird J.' C 4= P^ ^' 
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Da ferner 






ÄB= CD 


und 






A'B'^C'D 


80 folgt 






AB CD 




A'B' ^ CD' 



Demnach bleibt für alle Parallelen zu g das Verhältnis ent- 
sprechender Strecken das nämliche^ daher der Satz: 

In affinen Räumen entspricht jedem Bündel von 
Parallelstrahlen wieder ein solcher Bündel und das 
Verhältnis Je entsprechender Strecken ist unver- 
änderlich für alle Geraden dieser Bündel. Es gehört 
zu jeder Eiohtung und zu der ihr entsprechenden 
ein solcher Wert der Konstanten Je, 

1 60. Noch einfacher gestaltet sich die Beziehung, welche 
in affinen Systemen zwischen einander entsprechenden Baum- 
teilen statt hat. Sind nämlich Pj, P2, Pg, P4 vier Punkte 
mit den Koordinaten x^, y^, e^j X2) y2, ^2> ^' s. f., so wird 
das sechsfache Volumen des von ihnen gebildeten Tetraeders 
gegeben durch den Ausdruck: 



6 Vol. P^P^P^P^ = sm(xy0) 



X, 


Vi 


«1 


1 


x^ 


Vi 


«2 


1 


Xs 


Vz 


«8 


1 


x^ 


Vi 


«4 


1 



Dabei bedeutet sm{xyz) den durch v. Staudt eingeführten 
sog. „Sinus der Ecke" des Koordinatensystems und es ist 



mi^{xyz) = 



1 QO^{xy) Qos{xz) 

cos{xy) 1 GO^{xz) 

cos [x 8) cos {y z) 1 



Für das Volumen des entsprechenden Tetraeders P^P^^^^l^ 
dessen Ecken durch die Koordinaten 



,Vi= axi 



yi = tyv 



a^=cav \5.,s, f. 
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^1 Vi 


^1 1 


6 Vol. P{ F{ P,' P/ = a 6 c sin (x' y' z') 


x% Vi 
^3 Vs 


z^ 1 
h 1 


1U8 folgt: 


Xx Vi 


z, 1 


VoL Pi Pj Pg P4 sin {x y s) 





Vol. FlPiFiVl abc • sin (x'y'^') 

Wird auf den drei Achsen des ersten Koordinatensystems vom 
Koordinatenanfang aus je die Einheit aufgetragen, so 
bilden die Endpunkte X^ Yq Zq mit ein Tetraeder, dem 
im affinen System ein zweites 0' Xq Yq Zq entspricht. Die 
rechte Seite der letzten Gleichung stellt das Verhältnis der 
Volumina dieser beiden Tetraeder vor und da das Verhältnis 
der beiden ursprünglichen Tetraeder nicht von der Wald 
der Koordinatensysteme abhängen kann, so muß dieser Aus- 
druck überhaupt eine Konstante sein, also 

Vol. P, P, P3 P, , ,^ 
Vol. P(PiPiFl ~ '^ "■ ^''°'^- 

Weil femer eine Affinität unendlich ferne Elemente wieder in 
unendUch ferne überführt, so wird einer ganz im Endlichen 
gelegenen Fläche, die einen bestinmten Saumteil begrenzt, 
eine Fläche von derselben Eigenschaft entsprechen. Jedes 
Volumen läßt sich weiter in unendlich kleine Tetraeder zer- 
legen für welche der obige Satz Geltung hat. Unter Be- 
nutzung der bekannten Methoden der Infinitesimalrechnimg 
folgt daraus dann der allgemeine Satz: 

„In affinen Bäumen ist das Verhältnis entsprechen- 
der Volumina eine konstante, unveränderliche Zahl 
oder: irgend zwei Volumina in einem System stehen 
zueinander im gleichen Verhältnis wie die ent- 
sprechenden beiden Volumina im andern System." 

161. Haben wir für die Gleichungen (1) das eine der 
beiden Koordinatensysteme als ein rechtwinkeliges gewählt, 
so wird das andere im allgemeinen ein schief winkeliges sein. 
Im übrigen sind die Strahlenbündel in den Centreu und 0' 
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kollinear. In kollinearen Bündel gibt es aber immer zwei 
einander entsprechende rechtwinkelige Dreikante. Legen 
wir diese als Koordinatensysteme zu Grunde, so können wir 
durch die Gleichungen (1) unter Benutzung zweier recht- 
winkeliger Achsenkreuze die allgemeine, affine Beziehimg 
zur Darstellung bringen. 

Verzichten wir auf die einfachste Form der Darstellung 
d. h. verlegen wir die Koordinatenanfange und Achsen nicht 
in entsprechende Punkte bezw. Gerade der affinen Räume, 
so stellt sich die Affinität ganz allgemein durch folgende 
Gleichung dar: 

(3) 2/'= «2 ^ + &2 y + ^2 ^ + ^9 

Es ist nicht schwer, dieselben durch entsprechende Wahl 
neuer Koordinatensysteme auf die Form (1) zurückzuführen, 
sowie das ganze System der Formeln, die Auflösungen nach 
Xf y, js und die Gleichungen in Linienkoordinaten abzuleiten. 
Es folgt dann: 

In schiefwinkeligen Punktkoordinaten wird die 
affine Beziehung räumlicher Systeme durch die 
lineare, ganze Substitution vermittelt. 

Man erkennt ferner, daß die Zahl der wesentlichen 
Konstanten einer affinen Beziehung 12 beträgt d. h.: 

Es gibt c»i2 Affinitäten im Baume; die affinen 
Beziehungen bilden eine zwölffache unendliche 
Mannigfsdtigkcit. 

Geometrische Gebilde, die durch affine Transformationen 
auseinander abgeleitet sind, werden zum ünendlichfemen die 
gleiche Beziehung zeigen. Es wird also in affinen Räumen 
einer Kugel ein EUipsoid entsprechen, einem ein- oder zwei- 
schaligen Hyperboloid wieder ein solches, einem elliptischen 
oder hyperbolischen Paraboloid eine Fläche der gleichen 
Art u. s. f. 

Gleichheit, Ähnlichkeit, Kongruenz, Symmetrie. 

162. Es steht uns frei, eine Affinität dadurch zu be- 
stimmen, daß wir zwei vol\mieiXi^e\cäaft ^L^^^raÄftÄ?t ^ossacA^^t 
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zuordnen: dann ist das Verhältnis entsprechender Volumina 
überhaupt immer der Einheit gleich d. h. 

a6c • sin {x'y'z') 

Die beiden Systeme zeigen Gleichheit der Volumina in 
allen entsprechenden (auch unendlich kleinen) Raumteilen: 
sie heißen ,^affin-gleich^^ 

Von den ebenen Systemen, welche zwei in solchen 
gleichen Räumen einander zugeordnete Ebenen tragen^ werden 
wir dagegen im allgemeinen nur behaupten könueu^ daß sie 
affin sind und nur für besondere Annahmen werden sie 
affin-gleich sein. 

163. Führen wir die Bedingung ein, daß in affinen 
Systemen das Verhältnis entsprechender Strecken nicht mehr 
von der Lage der sie tragenden Geraden abhängig, sondern 
überhaupt konstant sei, so muß jedem Dreieck ein ähnliches 
im andern System entsprechen, so daß entsprechende Gerade 
gleiche Winkel einschließen. Wir werden also zwei Ko- 
ordinatensysteme]^ wählen mit gleichen, entsprechenden Winkeln 
z. B. zwei rechtwinkeh'ge. Die Gleichungen (1) gehen dann 
über in 

x'=^ax y'=ay z^=a0 

Die beiden Systeme sind nur dem Maßstab nach ver- 
schieden und heißen „ähnlich". 

Einander zugeordnete Ebenen solcher ähnlicher Räume 
tragen wieder ähnliche, ebene Systeme. 

Wird endlich a = 1, so unterscheiden yot noch die 
Fälle, ob die beiden Koordinatensysteme zur vollständigen 
Deckung oder bloß in symmetrische Lage gebracht werden 
können. Die räumlichen Systeme heißen im ersten Falle 
„kongruent" (identisch), im zweiten symmetrisch. 

Anwendung in der Krystallographie und in der 
Theorie der optischen Instrumente. 

164. Wie das unter Hinzunahme der unendlich fernen 
Ebene konstruierte Netz das Gesetz der rationalen Indices 
der Krystalle zum Ausdruck brachte, so kommen die zum 
VnendlicblkmeB in besondere Beziehung gj^JöxacäßVÄW Ysäv.- 
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linearen d. h. affinen Systeme zur Anwendung bei der Aus- 
dehnung der Krystalle durch die Wärme. Machen wir die 
durch die Beobachtung hinreichend sicher gestellten Voraus- 
setzungen, daß Punkte eines Krystalles, die bei einer be- 
stimmten Temperatur in einer Geraden liegen, auch bei jeder 
anderen Temperatur diese Eigenschaft bewahren, daß also 
Grerade (Kanten) des Krystalles bei der Erwärmung wieder 
in Gerade übergehen und daß femer parallele Gerade des 
Krystalls für alle Temperaturen parallel bleiben, so erkennt 
man unmittelbar, daß die verschiedenen Formen, welche ein 
Krystall bei Änderung seiner Temperatur annimmt, alle 
unter einander affin sind. Man vgl. darüber E. Blasius: 
„Die Ausdehnung der Krystalle durch die Wärme". Wiede- 
manns Ann. der Phys. u. Chem. 22, 1884. 

Eine weitere Anwendung findet die kollineare Beziehung 
in der geometrischen Optik und in der Theorie der optischen 
Instrumente. Denken wir uns eine beliebige Anzahl ver- 
schiedener Medien, die in irgend welchen Flächen an einander 
stoßen, so lehren die einfachsten Beobachtimgen der Physik, 
daß ein im ersten Medium auftretender Lichtstrahl wieder 
als geradliniger Lichtstrahl das letzte Medium passiert. Der 
Baum des ersten Mittels und der des letzten werden also 
Strahl für Strahl auf einander abgebildet. 

Den Strahlen, welche im ersten Baum einen Bündel P 
bilden, entsprechen im allgemeinsten Falle im letzten Baume 
Strahlen, welche diese Eigenschaft nicht mehr besitzen: die- 
selben bilden vielmehr ein sogenanntes „astigmatisches'^ 
Bündel. Gehen dagegen auch alle diese entsprechenden 
Strahlen wieder durch einen Punkt P', so mögen P und P' 
ein „anastigmatisches" Punktpaar heißen. Man umfaßt dann 
zweifellos alle Möglichkeiten, wenn man annimmt, daß solche 
anastigmatische Punkte überhaupt nicht oder vereinzelt auf- 
treten oder daß sie Kurven, Flächen oder ganze Körper in 
den beiden Bäumen erfüllen. 

Nehmen wir den letzten Fall als gegeben an und be- 
trachten wir die von den anastigmatischen Punktpaaren ge- 
bildeten, räumlichen Systeme, so sind diese jetzt auch noch 
Punkt für Punkt eindeutig auf einander bezogen. Es folgt 
also aus unsem Ent Wickelungen ohne weiteres, daß diese 
Abbildung zwischen den beiden Bäumen, zwischen dem 
^,Objektraum^' und dem „Bildraum", eine KoUineation ist. 
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Dabei bleibt noch vollständig außer Betracht^ in welcher 
Weise die bewußte Abbildung optisch realisiert wird. Es 
ladeten dann in beiden Systemen ,,Fluchtebenen*' auf^ die 
jetzt ^Brennebenen^^ heißen. Fallen dieselben ins Unend- 
liche, was der affinen Beziehung entspricht, so spricht man 
von einer „teleskopischen Abbildung'^ Näheres hierüber 
findet man in folgenden Darstellungen: 

Czapski: „Theorie der optischen Instrumente nach Abbe". 
Breslau 1893 oder auch Winkelmanns Handbuch der 
Physik. Bd. 2. Abt. 1. Breslau 1894. 

Bruns: „Das Eikonal", Abh. d. k. sächsischen Ges. d. W. 
Math. phys. Kl. Bd. 21. 1895. 

F. Klein: „Über das Brunssche Eikonal", sowie „Baumliche 
KoUineationen bei optischen Instrumenten". Zeitschr. 
für Math. u. Physik. Bd. 46, 1901. 



IX. Kapitel. 

Eollineare und reziproke Systeme in gegenseitiger 

DnrcMringnng. 

§ 26. Die yerschiedenen Fälle der Eolllneation. 

Die Doppelelemente. Vorläufige Übersicht, 

165. Erinnern wir uns jetzt, daß koUineare räumliche 
Systeme in getrennter Lage überhaupt nicht existieren, daß 
wir uns viehnehr richtiger so ausdrücken müssen: durch 
eine lineare Transformation werde der Baum kollinear auf 
sich selbst bezogen. Bei dieser Auffassung liegt dann am 
nächsten die Frage nach allenfalls vorhandenen „Doppel- 
elementen'^ m. a. W. nach Elementen, die sich mit ihren 
entsprechenden decken. In einem „Doppelpunkte'^ liegen 
demnach entsprechende Punkte der beiden Systeme vereiiugt. 
Derselbe trägt kollineare Bündel entsprechender Strahlen 
und im allgemeinen drei „Doppelstrahlen". In gleicher 
Weise wird eine „Doppelebene" der Systeme durch die 
Kollineation in sieh transformiert, so daß üxmc Öltä T^^*^"^^- 

Doeblemann, Geometrische Transformationen. ^^ 
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punkte in ihr fest bleiben. Wurde noch ein vierter Punkt 
mit seinem entsprechenden koinzidieren^ so bliebe jeder 
Punkt der Ebene bei der Transformation unverändert: alle 
Punkte des Punktfeldes wären Doppelpunkte. 

Eine obere Grenze für die Anzahl der isolierten Doppel- 
punkte einer Kollineation gewinnen wir sofort aus dem 
Satze, daß diese Beziehung durch fünf Paare entsprechender 
Punkte bestimmt war. Wahlen wir mithin fünf Doppel- 
punkte beliebig und legen in sie das Fundamentaltetraeder 
imd den Einheitspunkt ^ iadem wir die x^ und x/ auf 
das gleiche Koordinatensystem beziehen^ so stellen die 
Gleichungen (1) von 144. jetzt eine Identität dar, indem jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammenfällt. Folglich 
können getrennte Doppelpunkte höchstens vier vorhanden 
seiD. Die Gleichungen (9) von 148. jedoch geben unter 
der gleichen Voraussetzung unmittelbar eine Kollineation mit 
vier Doppelpunkten und ebensoviel Doppelebenen, die bezw. 
IQ die Ecken und Flächen des gemeinschaftlichen Fundamental- 
tetraeders fallen. Dem Einheitspunkte entsprechen ver- 
schiedene Punkte, je nach dem man ihn als zum einen oder 
anderen Systeme gehörig betrachtet. Die Doppelelemente 
bilden das sogenannte „Haupttetraeder*^ Nehmen wir das- 
selbe als gegeben an, so dürfen wir außerdem noch zwei 
Punkte P und P' beliebig einander zuordnen. Es werden dann 
folgende Fälle zu imterscheiden sein: 

a) Die Verbindungslinie PP* trifft keine der Kanten 
des Haupttetraeders; 

b) sie trifft eine Kante; 

c) sie trifft zwei Kanten; 

d) sie trifft drei Kanten desselben. 

Die erste Annahme gibt die allgemeinste Kollineation. 

Jede der sechs Kanten des Haupttetraeders AB CD 
(oder A-j^Ä^A^A^ entspricht sich selbst und trägt projektive 
Ebenenbüschel. Es möge die zur Kante CD {oder A^A^ 
gehörige projektive Beziehung der Ebenen durch die Invari- 
ante ^12 gekennzeichnet werden. Sind weiter P, P' irgend 
zwei entsprechende Punkte der Kollineation und durchbohrt 
die Verbindungslinie PP' die Flächen JBGD, ACD, ADD, 
ABC bezw. in den Punkten A, B, C, D, so erhält man 
(vei^l 92.) 
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j,,^ÄsA,(Ä,A,PP') = (BAPP') = ^^^ 
Äs = ÄÄ, Ml A, PP') = (C A PP') = ^' 

«1 



(1) A, = ^, ^3 (^1 A PP) = (D A PP') = y 



«44 
«22 



;,3 = A, A, (^ ^3 PP-) = (C B PP') = /= 

a 



«33 



i,4 = A^ As (A, A, PP') = (D B PP') = 



22 



«44 



Diese sechs Großen heißen die Invarianten der Kollineation. 
Man findet sofort die Beziehimg 

• • • A 

h2 'J23 = A3 ^' S' ^• 
Mithin sind nur drei dieser Größen z. B. 

• • • 

h2 J29 Jsi 

vollständig unabhängig und diese drei bestimmen in Ver- 
bindung mit dem Haupttetraeder die Verwandtschaft. 

Zusatz. Fügen wir zu den Gleichungen für j^^y hsf 
Ji4 noch die selbstverständliche hinzu: 

{PP'AA)=1 

so ergibt sich nach Formel (11) S. 6 

(ABCD) = ""~"»'' : ""~"^* d. b. 

«22 «33 «22 «44 

„Die Verbindimgslinien entsprechender Punkte kollinearer 
Eäume treffen das Haupttetraeder in vier Punkten von 
konstantem Doppelverhältnis. 

166. Im Gegensatz zu dieser allgemeinen Kollineation 
fahrt die Annahme b) zu einer speziellen, kollinearen Be- 
ziehimg. Begegnet nämlich PP' der Kante CD des Haupt- 
tetraeders, so koinzidiert die Ebene GDP mit der ihr 
entsprechenden Ebene CDP^ und da außerdem die Ebenen 
CDA und CJDB die Doppelebenen der projektiven Ebenen- 
büschel sind, welche die Kante CD trägt, so müssen (50.) über- 
haupt entsprechende Ebenen dieser Büschel zusanunenfallen. 
Man erhält mitbin einen ganzen Büschel \o\i T>o^^ä.^^^<sol, 
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Für die gegenüberliegende Kante AB, welche durch die 
Kollineation jedenfalls in sich transformiert wird^ hat dies 
zur Folge, daß offenbar jeder Punkt derselben ein Doppel- 
punkt wird. Wir haben also zwei Achsen mit je oo ^ Doppel- 
elementen: die eine {AB) trägt bloß Doppelpunkte, die 
andere (CD) bloß Doppelebenen. Jede Gerade, welche 
irgend zwei entsprechende Punkte verbindet, muß CD 
schneiden; jede Schnittlinie zweier entsprechender Ebenen 
hat mit AB einen Punkt gemein. Diese Verwandtschaft 
wird als „axiale^* Kollineation bezeichnet. Wir erhalten 
den analytischen Ausdruck für dieselbe, wenn wir in den 
Gleichimgen (9) von 148. 

setzen. 

167. Im Falle c) soll die Linie PP' zwei Kanten des 
Haupttetraeders schneiden. Liegen diese in einer Tetraeder- 
fläche z.^.uiABCf so wird durch P und P' bloß die 
ebene Kollineation in dieser Doppelebene festgelegt Um 
die räumliche Kollineation zu bestimmen, können wir noch 
irgend zwei Punkte einander zuordnen, sofern sie nur aus 
der Ecke D auf die Ebene ABC projiziert entsprechende 
Punkte der genannten ebenen Kollineation liefern. Wir 
erhalten mithin keinen neuen Fall. Dagegen führt die andere 
Annahme, daß PP' zwei Gegenkanten, etwa AB und CD 
des Haupttetraeders schneidet, zu einem dritten, wesentlich 
verschiedenen Typus der Kollineation. Die eben angewandte 
Schlußweise läßt wieder erkennen, daß imter dieser Voraus- 
setzung jede der zwei G^genkanten, sowohl imendlich viele 
Doppelpunkte als auch unendlich viele Doppelebenen trägt. 
Jede Verbindungslinie entsprechender Punkte imd jede Schnitt- 
linie entsprechender Ebenen begegnet den beiden Achsen 
AB und CD und entspricht sich selbst. Die Trans- 
formation wird als „gescharte*' Kollineation {auch als „wind- 
schiefe Perspektive") bezeichnet. 

Um diese kollineare Beziehung analytisch darzustellen, 
haben wir in den obigen Gleichungen 

zu setzen xmd können auch schreiben: 

Xi : xi : xi \ xl = x^-. x^xjx^x'Jxv 
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Die Konstante j = — gibt die einzige absolute Invariante 

der Transformation und sie läßt eine sehr anschauliche und 
einfache geometrische Deutung zu. TrifiPb nämlich die Ver- 
bindungslinie ii^end zweier entsprechenden Punkte P, P' in 
M und N die Kanten AB und CD des Haupttetraeders, 
das als Fundamentaltetraeder gleichzeitig mit A^Ä^A^A^ 
bezeichnet ist, so geht die dritte der Gleichungen (1) auf S. 275 
über in 



j,, = A,A, {A,A,PP') = (NM FF') = 



«44 



oder ^11 

j = {MNFF") = konst. 
d. h.: 

„Ii^end zwei entsprechende Punkte oder auch 
irgend zwei entsprechende Ebenen der gescharten 
Kollineation bilden mit den beiden Achsen ein kon- 
stantes Doppelverhältnis." 

168. Soll endlich im Falle d) die Verbindungslinie FF' 
drei Kanten des Haupttetraeders schneiden, so wird sie 
notwendigerweise durch eine Ecke desselben, etwa D 
laufen. Der Strahl DF fällt mit dem ihm entsprechenden 
DF' zusammen und da D^, DB, DG ebenfalls Doppel- 
strahlen sind, so muß der Bündel S überhaupt aus Doppel- 
Btrahlen bestehen. Die Folge davon ist, daß jeder Punkt 
der Ebene ABC ein Doppelpunkt wird. Irgend zwei ent- 
sprechende Punkte liegen auf einem Strahle durch D und 
irgend zwei entsprechende Ebenen begegnen sich auf der 
Ebene ABC. Man hat zwei Doppelelemente, ein ebenes 
System mit Doppelpunkten und Doppelgeraden und ein 
Bündel mit Doppelebenen und Doppelgeraden. Wir nennen 
diese Systeme „perspektiv kollinear" oder kurz „perspektiv** 
und sprechen von einer „Centralkollineation^^, „centrischer 
KoUineation^' oder auch von einer „Reliefperspektive". 

Die Gleichungen dieser Perspektiven Verwandtschaft 
ergeben sich, wenn wir setzen: 

tind sie können für j = — auch geschrieben werden: 
(2) .r/; ^r/; x^: xi == x<^ : x^ : oc^ *. j »4^ 
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Dabei ist x^ = oder ABC die Ebene der Doppelpunkte 
oder die sogenannte „KoUineationsebene", während der 
Mittelpunkt D des Bündels der Doppelelemente als 
„Centrum" der Kollineation bezeichnet wird. Aus dem 
Ausdrucke für y^^ (S. 275) beweist man ganz ebenso wie 
oben: 

,J)ie Centralkollineation besitzt eine absolute 
Invariante; je zwei entsprechende Elemente bilden 
mit dem Centrum und mit der Ebene der Kol- 
lineation ein Doppelverhältnis, dessen Wert unver- 
änderlich = dieser Invariante/^ 

Dieser geometrischen Ableitung der verschiedenen Typen 
der Kollineation fehlt deswegen die wünschenswerte All- 
gemeinheit^ weil sie die Realität der Ecken und Plächen des 
Haupttetraeders zur Voraussetzung hat Wir befreien uns 
von dieser Beschränkungi in dem wir die Aufgabe rein alge- 
braisch behandeln. 

Vorher wollen wir aber noch ein Urteil darüber ge- 
winnen, ob zwei beliebige, kollineare ßäume sich in 
eine solche gegenseitige Lage bringen lassen, daß sie eine 
Centralkollineation erzeugen oder kürzer: ob sie sich per- 
spektiv orientieren lassen. Um dies zu entscheiden, be- 
achten wir, daß in einer Centralkollineation die unendlich 
ferne Gerade der KoUineationsebene o die einzige, im Unend- 
lichen gelegene Gerade ist, welche Punkt für Punkt in sich 
selbst übergeführt wird. Sind nun zwei Räume 2 und H' 
ganz allgemein kollinear auf einander bezogen und denken 
wir uns in jedem die Fluchtebenen gefunden, so muß der 
imendlich fernen Geraden der einen Fluchtebene (d. h. ihrer 
Schnittlinie mit der imendlich fernen Ebene) im andern 
System die unendlich ferne Gerade der anderen Fluchtebene 
entsprechen und dies sind die einzigen, gleichzeitig im Un- 
endlichen gelegenen und sich entsprechenden Geraden der 
beiden Räume. Bei der Perspektiven Lage müssen also 
unter allen Umständen diese beiden Punkt fiir Punkt' sich 
decken, was niu» möglich wird, wenn sie kongruente, nicht 
bloß projektive Punktreihen tragen. Demnach ist es im 
allgemeinen nicht möglich, kollineare Räume in Perspektive 
Lage zu bringen. Für affine räumliche Systeme gilt das 
Gleiche. 



§ 26. Die yertcHiedenen Fälle der Kollineation. 



279 



Analytische Formulierung. 

169. Aus den allgemeinen Gleichungen (5) der linearen 
Substitution von 147. erhalten wir die Doppelpunkte, wenn 
wir Xi = Xi setzen, so daß sich das folgende System von 
Gleichungen ergibt: 



(3) 



(«11 — ^)^1 + «12^2 + «13^3 + «14^4 = 
«21^ + («22— Q)^2 + «23^3 + «24^4 = 

«31^1 + «32^2 + te3 Q) ^3 + «34^4 = 

«41^1 + «42^2 + 0^43^3 + («44 ^) ^4 = 



Sollen dieselben eine Lösung zulassen, so muß die Bedingung 
erfüllt sein: 



(hi — Q a 



12 



«21 
«31 
«41 



«22—^ 

«32 



a 



42 



«13 
«23 

«33— Ö 
«43 



a 



14 



a, 



24 



a 



34 



«44—^ 



= 



«11 «12 


^^ ^^ 


«11 «13 


+ ••• 


+ 


«33 «84 


«22 «22 




«31 «83 






«43 «44 



Diese „charakteristische Gleichung" läßt sich durch 
Entwickelung der Determinante auch wie folgt schreiben: 

wobei 

A^l = d^i -j- 0^22 "T" «33 "i «44 



A- 



-^3 = «11 + «22 + «33 + «44 

Jeder Wurzel der Gleichung (4) entspricht ein System (3) 
von Gleichungen, das sich auflösen läßt und einen Doppel- 
punkt liefert. Benutzt man ferner zur Ermittelung der 
Doppelebenen die Gleichungen (7) der transponierten Sub- 
stitution von 147., so erhält man ein transponiertes System 
von Gleichungen, aber die gleiche Determinante. Jede Wurzel 
von f liefert also auch eine Doppelebene. Ohne alle Einzel- 
heiten zu diskutieren, wollen wir bloß die geometrisch 
interessanten Fälle erwähnen. 
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Die Gleichung f hat vier reelle Wurzeln: dann erhalten 
wir ein ganz reelles Haupttetraeder (Fall a). 

Alle Wurzeln von / sind komplex^ d. h. es treten zwei 
Paare konjugiert imaginärer Wurzeln auf. Unter dieser Voraus- 
setzung werden die Doppelpunkte und Doppelebenen zwar 
alle imaginär, aber die Verbindungslinie von zwei konju- 
gierten Doppelpunkten und ebenso die Schnittlinie konju- 
gierter Doppelebenen fallt reell aus. Von dem Haupt- 
tetraeder existieren im Reellen bloJB zwei Gegenkanten. 

Endlich können noch zwei Wurzeln reell und zwei 
konjugiert imaginär sein; in diesem Falle werden zwei Doppel- 
punkte reell und zwei imaginär und ebenso verhalten sich die 
Doppelebenen. Das Haupttetrader besteht aus zwei G^en- 
kanten und aus den beiden auf der einen derselben 
liegenden reellen Ecken. 

Die Anzahl der reellen Doppelpunkte bezw. Doppel- 
ebenen beträgt folglich oder 2 oder 4. 

Hätte die Gleichung f eine Doppelwurzel, so würden 
zwei Doppelpunkte zusammen rücken u. s. f. 

170. Dagegen ist die Erfüllung weiterer Bedingungen 
nötig, wenn wir zu Kollineationen mit unendlich vielen 
Doppelelementen gelangen wollen. Es müssen nämlich dann 
fiir eine Wurzel q von den Gleichungen (3) zwei oder drei 
überflüssig werden. 

Soll sich das System der Gleichungen (3) auf zwei 
wesentliche reduzieren fär einen Wurzelwert ^, so müssen 
alle dreireihigen Unterdeterminanten desselben verschwinden, 
während die zweireihigen nicht alle Null sein sollen. Die 
Determinante f verschwindet dann ganz von selbst. Ein 
solcher Wert q entspricht aber mindestens einer Doppel- 

B f 
Wurzel von /. Denn die Ableitung ^— läßt sich ja unmittel- 
bar als Summe solcher dreireihigen Unterdeterminanten dar- 
stellen. Machen wir also folgende zwei (von einander im- 
abhängige) Voraussetzungen: 

1. f habe eine Doppelwurzel Qi = q^', 

2. für diesen Wert q^ mögen in dem Gleichungs- 
system (3) alle dreireihigen Unterdeterminanten ver- 
schwinden, während die zweireihigen nicht alle = O 
sein sollen. 
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Dann sind zwei der Gleichungen (3) eine Folge der 
übrigen^ die Doppelpunkte, welche der W urzel ^^ = ^2 ^'^*" 
sprechen, haben zwei lineare Gleichungen zu erfüllen, siad 
also auf einer Geraden augeordnet. Der entsprechende 
Ansatz für die Doppelebenen führt zur Bestimmung eiuer 
Geraden, welche 00 ^ Doppelebenen tragt. Wir sind damit 
zu dem Fall b) gelangt 

Besitzt die Gleichung / zwei Doppelwurzeln q^ = g^ 
und ^3 = ^4 und ist für jede derselben wieder die obige 
Bedingung erfüllt, so erhalten wir natürlich die gescharte 
Kollineation. Doch können wir aus dieser allgemeineren Ab- 
leitung einen Fall ableiten, der uns bisher entgangen. Die 
beiden Doppelwurzeln können nämlich auch konjugiert ima- 
ginär sein. Dann werden die beiden Achsen, welche sich 
als Träger der Doppelelemente ergaben, zwei imaginäre Ge- 
rade zweiter Art, die weder einen reellen Punkt noch eine 
reelle Ebene tragen. Die Kollineation besteht trotzdem und 
auch das Strahlensystem aller Geraden, welche den beiden 
Achsen begegnen, hat reelle Existenz. 

Endlich bleibt noch der Fall zu erwähnen, daß / eine 
dreifache Wurzel ^1 = ^2 = ^3 besitzt und daß für diesen 
Wert in dem Gleichungssystem (3) alle zweireihigen Unter- 
determinanten verschwinden, während für die vierte Wurzel ^4 
nichts Besonderes eintreten soll. Nun ist für ^ = ^1 das 
System (3) durch eine einzige Gleichung zu ersetzen; wir er- 
klten eine Ebene, die mit Doppelpunkten erfüllt ist Die 
vierte Wurzel ^4 dagegen liefert einen isolierten Doppelpunkt, 
den Trager eines Bündels von Doppelebenen. Dies ist der 
Fall der Centralkollineation. 

Damit fanden die geometrisch interessanten Typen der 
Kollineation ihre Erledigung, eine erschöpfende Darstellung 
aller möglichen Fälle muß weitere Eigenschaften des Systems 
der Unterdeterminanten einer Determinante von der all- 
gemeinen Form 

^11 + Qhi ^2 + 9^2 ••• «m + o&m 



^1+^^21 «22 + ^^: 



22 



«2« + Qh2n 



benutzen^ wie dies die von Weierstraß beginmö^XÄ Tt^ö^v^ 
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der „Elementarteiler^^ lehrt.*) Segre hat dieses EinteiliuigS' 
prinzip zur Ableitung aller möglichen Kollineationen in 
einem linearen, n dimensionalen Räume benutzt.**) 

In unserem Falle (n =» 3) erhält man im Ganzen vier- 
zehn Typen der räumlichen Kollineation mit nicht verschwin- 
dender Determinante. Singulare Kollineationen^ för welche 
die Determinante, bezw. die Unterdeterminanten verschwinden, 
lassen sich neunzehn aufzählen. 

Für die Ebene liefert diese Betrachtung sechs gewöhn- 
liche und sieben singulare Kollineationen. 

Affine, ähnliche, kongruente Systeme. 

171. Wir betrachten noch die besonderen Fälle der 
Kollineation, welche auch eine spezialisierte Lage der Doppel- 
elemente zeigen. 

In affinen Räumen entspricht die unendlich ferne 
Ebene sich selbst, ist also eine Ebene des Haupttetraeders. 
Ihr wird ein im Endlichen gelegener Doppelpunkt zu- 
gewiesen sein, der sich auch wieder (vergl. 96.) linear kon- 
struieren läßt Durch gehen im allgemeinen drei Doppel- 
gerade und drei Doppelebenen, von denen je eine stets reell 
sein muJ3. 

Betrachten wir ähnliche Systeme und ist e eine durch 
den Doppelpunkt gehende Doppelebene, l eme ihn ent- 
haltende Doppelgerade, so folgt aus der Gleichheit der Winkel 
zwischen entsprechenden Gebilden zunächst, daß l auf e senk- 
recht stehen muß. Ferner zeigt uns eine leichte Überlegung, 
daß die kongruenten Ebenenbüschel, welche l trägt, in jedem 
Falle in der gleichen Richtung laufen, die Systeme mögen 
gleichsinnig oder ungleichsinnig sein, wobei die Bedeutung 
dieser Ausdrücke aus der in 29. gegebenen Definition des 
Vorzeichens eines Volumens ohne weiteres zu entnehmen ist. 



*) Weierstraß: ,,Über Scharen bilinearer und quadratischer 
Formen." Berl. Monatsb. 1868, Seite 119 oder auch Ges. Werke, 
Bd. II, Seite 19. 

**) Segre: „Sulla teoria e suUa classificazione delle omografie 
in uuo spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni". Keale 
Acad. dei Lincei: Ser. 3 a, 1884, Bd. 19, Seite 6. Man vergl. fem er: 
P. Muth : „Theorie und Anwendung der Elementarteiler*^ Leipzig 1884, 
Seite 198. 
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Demnach sind die durch l gehenden Doppelebenen sowie 
die durch in £ laufenden Doppelgeraden stets imaginär. 
Sind die Systeme kongruent und zunächst ungleich- 
sinnig, so enthalt die Doppelebene e die Mitten aller Ver- 
bindungsstrecken ÄÄ\ BB\.. (Fig. 86). Denn die von 
entsprechenden Punkte wie A, A' auf e herabgelassenen 
Lote AA^y A' Aq müssen gleichlang und entgegengesetzt 
gerichtet sein. Die in der Ebene e liegenden kongruenten 
Systeme haben gleichen Sinn. 




Fig. 86. 

Gleichsinnig kongruente Systeme dagegen können 
keine im Endlichen gelegene Doppelebene besitzen. Denn die 
von entsprechendenPunkten-4, J.^auf eine solche Doppelebene e 
gefällten Senkrechten AAq, A' Ai müssten in diesem Falle 
gleich und gleich gerichtet sein, so daß diese Doppelebene 
m allen Verbindungsstrecken AA', BB\.. parallel liefe. 
Dies« ist — spezielle Fälle ausgenommen — nur möghch, 
wenn e ganz ins Unendliche rückt. Als einziges im End- 
lichen gelegenes Doppelelement bleibt mithin die Doppel- 
gerade l übrig. Fällen wir (Fig. 87) von zwei entsprechen- 
den Punkten A, A' die Senkrechten J.A, A' k' auf Z, so 
müssen dieae sieb entsprechen, also ^evda. \'asi"^ ^^va.. 
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Flg. 87. 



Femer bilden die Ebenen durch l und A und B den gleichen 
Winkel wie die Ebenen durch l und Ä' bezw. B\ Es ist 
demnach auch der Winkel der Ebenen (lÄ) und {lA^ ebenso 

groß als der Winkel der Ebenen 
(lB)f (IB'). Dreht man das eine 
System um l als Rotationsachse um 
diesen Winkel <p und verschiebt es 
sodann parallel der Geraden l um 
das Stück AA'^ so decken sich, 
wie man leicht beweist, die beiden 
Systeme Punkt für Punkt. Man 
bezeichnet die gleichzeitige Aus- 
führung der Rotation und der Pa- 
rallelverschiebung in der Richtung 
der Rotationsachse als eine ,,8chrau- 
benbewegung^* oder „Schnaubung*^, 
die Gerade dann als ,,Schrauben- 
achse'^ 

Irgend zwei Lagen eines starren Körpers bestinunen 
kongruente, gleichsinnige Systeme imd wir folgern weiter aus 
dem Obigen, daß ein starrer Körper aus einer ersten Lage 
in eine zweite stets durch eine Schraubung um eine bestimmte 
Achse übergeführt werden kann. 

Die Centralkollineation. Reliefperspektive. 
Allgemeine Eigenschaften. 

172. Wenden wir uns nun zur ausführlicheren Betrach- 
tung der Perspektiven Systeme. Dieselben zeichneten sich 
aus durch das Auftreten einer Punkt für Punkt fest blei- 
benden Ebene, der „KoUineationsebene" o imd eines Bündels 
von Doppelebenen, dessen Mittelpunkt S das „Centrum^^ der 
Kollineation heißt. Je zwei entsprechende Pimkte A und A' 
liegen auf einem Strahle a durch S, Derselbe wird durch 
die Transformation in sich übergeführt. Die Doppelpunkte 
der auf a liegenden, projektiven Punktreihen sind S eineiv 
seits und anderseits der Schnittpunkt Aq von a mit a. 

Irgend eine Ebene a begegnet der ihr entsprechenden 
Ebene a' in einer Geraden ga, welche der KoUineations- 
ebene o angehört Der Ebenenbüschel flf« wird projektiv auf 
sich bezogen. Die Doppelebenen werden gebildet von a und 
von der Ebene ao, die g« xviiÄ. S \«t\ÄnjJft\», 
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Die unendlich ferne Ebene kann als zum einen oder 
andern System gehörig betrachtet und dementsprechend mit 
CO bezw. X bezeichnet werden. Es entsprechen ihr dann 
die beiden ,yFluchtebenen^^ co' und iy (auch Gegenebenen 
genannt). Da sich aber co und co' in einer Linie von a 
schneiden müssen^ so folgt ohne weiteres^ daß die Flucht- 
ebenen zur Kollinationsebene o parallel laufen^ also: 

In jeder durch S hindurch gelegten Ebene bildet sich eine 
ebene Centralkollineation aus^ für welche S das Centrum ist, 
während die Schnittlinie mit o die Achse dieser Kollineation 
sein wird. Fällen wir von 5 aus eine Senkrechte auf a^ 
welche in So eintreffen, femer die Ebenen a>', ;^ in V und V 
durchsetzen möge, so wird auch für jede Ebene durch diese 
Senkrechte das eben Gesagte gelten. Die Figuren 35 und 36 
können wir dann als „Schnitte^^ einer räumlichen Central- 
kollineation auffassen und zur Yersinnlichung der raumlichen 
Verwandtschaft benutzen. Sind 5, B' ein Paar entsprechende 
Punkte auf einem Strahle 6, dessen Spur in a aer Punkt 
jBo sei, )8, ß' ein Paar entsprechende Ebenen, so ist wie 
früher 

;• = (SA ^^0 = (S-Bo -B^O = (aoaaaO = {ß^oßß') 
= (5SoFF) = |^ 

= (SSof7CrO = |^' 
femer 

sr==u'So und su'=-rSo 

d. h. „die beiden Fluchtebenen einer Centralkollineation sind 
parallel zur Kollineationsebene; die eine derselben steht 
ebensoweit vom Centrum ab wie die andere von der Ebene 
der Kollineation. Die Centralkollineation besitzt eine cha- 
rakteristische Invariante j; je zwei entsprechende Punkte und 

je zwei entsprechende Ebenen bilden mit dem C^'^'* "nd 

mit der CoUineationsebene ein Doppelverhältnis. 
gleich dieser Invariante.^^ 

173. Wiederum sind auch hier zwei versc 
möglich, je nachdem j positiv oder negati 
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Falle liegen die beiden Fluchtebenen auf verschiedenen Seiten 
von a (Fig. 36'), im zweiten auf der gleichen Seite von a 
(Fig. 36"). 

Bestimmen köimen wir eine centralkoUineare Beziehung 
durch die Angabe von Centrum und KoUineationsebene und 
eines Paares entsprechender Punkte oder Fbenen. Speziell 
dürfen wir also z. B. eiue der Fluchtebenen (parallel zur 
KoUineationsebene) annehmen. 




Figr. 88. 



Ist demnach iu Figur 88 a die KoUineationsebene, co' 
die eine Fluchtebene und S das Centrum, so genügen diese 
Elemente zur Festlegung der Verwandtschaft. 

Betrachten wir noch ein Bündel paraUeler Linien im 
Räume 2, Dem gemeinsamen unendlich fernen Punkt der- 
selben wird ein Punkt der Fluchtebene oy' entsprechen, den 
wir erhalten, wenn wir durch S eine Parallele zu der ge- 
gebenen Richtung ziehen und deren Schnittpunkt mit o)' auf- 
suchen. Durch diesen Fluchtpunkt gehen die samüichen. 
entsprechenden Geraden im System 2' hindurch. 

Beispielsweise bilden sich in Figur 88 aUe Senkrechtea 
zur KoUineationsebene, genommen im Räume 2y in Linien 
ab, die durch den Fluchtpunkt V von (o' laufen. Nur 
paraUele Gerade, die überdies zur KoUineationsebene paraUel 
laufen, gehen bei dieser Transformation wieder in paraUele 
Gerade über. 
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Die Reliefperspektive. 

174. Ld^en die centralkollinearen Systeme so, daß sich 
^ie beiden Fluchtebenen auf verschiedenen Seiten der KoUi- 
neaticmsebene befinden, in welchem Falle die projektiven 
Punktreihen auf den Strahlen des Bündels S im gleichen 
Sinne laufen und j positiv ist, so wird der ganze Kaum von a 
aus bis ins unendliche, der den Punkt S nicht enthält, ab- 
gebildet in den Kaum zwischen a und der Fluehtebene (o\ 
Irgend ein Körper z. B. eine Kugel, die sich in dem ersten 
Räume, dem „Originalraum** befindet, geht durch die Transfor- 
mation über in einen andern Körper, im genannten Fall in ein 
Ellipsoid (Fig. 36'), das ganz in dem zweiten Raum, dem 
„Bildraum" liegt Dieser zweite Körper wird, gemessen 
nach der Tiefenrichtung SSq, eine geringere Ausdehnung 
zeigen, überhaupt flacher, platter sein. Die damit gegebene 
Methode, von einem Raumobjekt ein „Modell" oder ein 
jjlelief^* herzustellen, wird als „Beliefperspektive" bezeichnet. 
S heißt das „Auge^S <^ die „Bildebene", der Abstand Sq U' 
der Bildebene von der Fluchtebene o/ die „Tiefe" des Reliefs 
(Fig. 88). Die charakteristische Invariante j ist ein echter Bruch, 
för den man einen einfachen Wert wählen kann. In Figur 88 
findet man das Reliefbild 12345'6'7'8' des rechtwinkelig 
begrenzten Raumes 12345678 gezeichnet Die Tiefen- 
linien 15', 26', 37' imd 48' konvergieren nach U\ 

Auch die bildende Kunst nlacht von dieser Modellierungs- 
methode Grebrauch. Sehen wir nämlich ab von den Wirkungen 
des Lichtes und der Farbe und beschränken uns auf die 
Linien des Raumobjektes, so wird auf ein iq S befindliches 
Auge das nach dieser Kollinearverwandtschaft konstruierte 
ßelief annähernd den gleichen Eindruck machen wie das 
Original. Es hat aber vor dem letzteren den Vorzug ge- 
ringerer Tiefe. Will nun ein Künstler bei einer plastischen 
Darstellung sich nicht auf den Vordergrund beschränken, 
andern durch Behandlung des Hintergrundes noch eine ge- 
wisse Tiefenwirkung erzielen, so wird ihm sehr häufig für 
^esen Zweck nicht der nötige Raum zur Verfügung stehen. 
Man denke etwa an plastische Darstellungen, die ein Portal, 
«neu Grabstein, eine Altarwand schmucken sollen. Das 
flache ReliefbUd läßt sich dagegen auch in einem solchen 
Italic noch anbnngen. 
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Einen großen Nachteil solcher Reliefs dürfen wir frei- 
lich nicht verschweigen. Sie werden durch das Tageslicht 
beleuchtet, während doch auch die einfallenden Lichtstrahlen 
kollinear zu transformieren wären. Infolgedessen bilden sich 
die Schatten in ganz unrichtiger Weise aus. Diesem Miß- 
stand könnte man durch Anbringung einer künstlichen 
Lichtquelle einigermaßen abhelfen, immer aber bleibt der 
noch größere bestehen, daß die Beleuchtung d. h. die Ver- 
teilung der Helligkeit namentlich auf krummen Flächen, nicht 
der Natur entspricht, so daß das Auge nicht den Eindruck 
voll gewölbter Formen erhalt. 

Im übrigen wird ohnedies niemand verlangen, daß der 
Künstler sich strenge an eine mathematische Schablone halte. 
Sie gibt ihm nur die allgemeinen Gesetze, den Verlauf der 
Linien im Großen ; im Interesse einer besseren Wirkung kann 
er auch von ihr abweichen. Denn seine Absicht besteht ja 
darin, beim Beschauer eine lebhafte Vorstellung anzuregen 
und es kann sein, daß er dies Ziel durch bewußtes Ab- 
gehen von der Schablone in höherm Maße erreicht. Nament- 
lich menschliche Figuren gestatten eine freiere Behandlung, 
sie werden häufig im Vordergrund in voller Rundung dar- 
gestellt; geometrische und architektonische Formen müssen 
strenger dem mathematischen Gesetze entsprechend modelliert 
sein. Es ist auch gar nicht zu verwundem, daß der Künstler 
erst einen Ausgleich zwischen der Theorie und seinem Formen- 
gefühl finden muß. Gibt doch die Centralprojektion nur die 
einfachste Abstraktion aus dem unendlich komplizierten Vor- 
gange des Sehens. 

Endlich ist noch zu erwähnen, daß die Reliefperspektive 
auch Anwendung findet in der Bühnentechnik {Theaterper- 
spektive) und beim Panorama. 

175. Der hier beschriebene Relief stil wurde zuerst rein 
praktisch, aber bereits in hoher Vollendung von Lorenzo 
Ghiberti zur Anwendung gebracht in seinen Reliefs an der 
östlichen Broncethür des Baptisteriums in Florenz, die er in 
der Zeit von 1425 bis 1452 anfertigte. Die ersten theo- 
retischen Begründungen gaben Daniel Barbaro (La pratica 
della perspettiva. Venetia 1569 und namentlich Quido 
übaldi (Perspectiva. Pisauri 1600). 

Sehr bekannt ist auch das „Teatro Olimpico" in Vicenza, 
dessen Bizhne eine solche perspektWe Aicbltektur zeigt, die 
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nach Planen Palladios^ aber erst nach seinem Tode 1584 
hergesteUt wurde. Diesseits der Alpen sind als Beispiele 
für diese Technik anzuführen die Marmorreliefs an dem 
Grabdenkmale Maximilian I. in der Hofkirche in Innsbruck^ 
die von dem niederländischen Bildhauer Alexander Colin 
(1526 — 1612) vom Jahre 1564 an ausgeföhrt wurden. 

Einen ganz anderen StU hat übrigens in neuerer Zeit 
Thorwaldsen in seinen Reliefs zur Anwendung gebracht'*') 

Die Perspektive. 

176. Lassen wir den Bildraum eines Belief s immer mehr 
und mehr zusammenschrumpfen und nehmen schließlich die 
Tiefe Sq U' = 0, so wird der ganze Raum 2 auf die Bild- 
ebene o in der Weise abgebildet, daß man irgend einem 
Punkte P den Schnittpunkt P* von SP mit o zuordnet. Es 
verschwindet dann die Determinante der linearen Substitu- 
tion und es ist (vergl, die Gleichungen (2) von 168. sowie 172.) 

/= zl = 

Wir haben also den Fall der singulären Kollineation (150.)^ 
wobei der Bündel im einen Raum und das ihm kollineare 
Ponktfeld des andern perspektiv liegen. Das ist die Per- 
spektive, die der Maler anwendet. Wie sich z. B. ein qua- 
dratisches Fußbodenmuster perspektiv abbildet, wurde 131. 
als Beispiel gezeigt. Schneidet man in ein Raumobjekt mit 
einer Reihe paralleler Ebenen ein und übertragt die einzelnen 
Schnittkurven in das Perspektive Bild, so kann man daraus 
das Bild des Objektes ermitteln. 

Mechanisch leistet dies der schon 120. ff. beschriebene 
Bittersche Apparat. Man hat nur nötig z. B. im Grundriß 
die horizontalen Linien mit dem Fahrstift zu verfolgen. 
Die Verbindungslinien der einzelnen Schichten werden dann 
aus freier Hand eingetragen. Vergl. Abbildung 3 auf S. 203. 

Für die Kunst ist die Perspektive als die Lehre von 
der Darstellung räumlicher Objekte auf einer Ebene noch 
von größerer Bedeutung als die Reliefperspektive. Sie gibt 

*) Vergl. Wiener: ,,Lehrbach der darstellenden Geometrie". 
l.Bd., Leipzig 1884. — Haack: ,,Die Grenzen zwischen Malerei und 
Plastik und die Gesetze des Reliefs". Berlin 1885. — EuxTSi^^t^T*. 
„GTandz%e der Reliefperspektive^^. Leipzig 188^. 

Doeblemsnn, Oeometriache Transformationen. A.^ 
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dem Künstler eine erste Norm und eine allgemeine Orien- 
tierung und ihr großer erzieherischer Wert wird durch den 
Umstand nicht vermindert, dass Schönheits- und Kunstgefuhl 
die strengen Gesetze dieser Disciplin in entsprechender 
Weise abändern. 

Auch diese Ldniearperspektive ist eine Errungenschaft 
der Renaissance. Der Florentiner Baumeister Brunnelleschi 
(1377 — 1446) hat sich sicher mit darauf bezüglichen Studien 
befaßt. Ihm widmete der erste Theoretiker der Perspektive, 
Leo Battista Alberti (1404—1472) seinen Traktat „De 
pictura" (1435). 



Spezielle Fälle der Centralkollineation. 

177. Die metrischen Spezialisierungen der Perspektiven 
Systeme erhalten wir ganz in der gleichen Weise wie bei 
der ebenen Kollineation (vergl. 103.), nur haben wir an 
Stelle der Kollineationsachse die Ebene der Kollineation 
treten zu lassen. 

Liegt das Centrum 8 im Unendlichen, so werden die 
Systeme perspektiv-affin. Die Richtung von S heißt 
Affinitätsrichtung. Es wird jetzt: 

j = iSAAÄ') = ^ = ff = konst. 

Der einfachste Fall ergibt sich, wenn die Affinitätsrichtung 
auf der Kollineationsebene senkrecht steht. Wählen wir 
ein rechtwinkeliges Koordinatensystem, so daß die XY- 
Ebene in die Kollineationsebene fällt, die Z- Achse folglich 
auf ihr senkrecht steht, so werden die affin - Perspektiven 
Systeme dargestellt durch die Gleichungen: 

x'=x y'^^y 8'=Tcz 

Ist ifc < 1 , aber > 0, so geht eine geschlossene Fläche 
des Baumes 2 über in eine ebenfalls geschlossene Fläche ^', 
welche in der Eichtung der Z- Achse zusammengedrückt ist. 
Eine Kugel z. B. wird in ein Botationsellipsoid transformiert. 
Wir erhalten wieder ein Eelief eines Baumobjektes, der 
positive Bruch h gibt die N^erkuTZiUTi^. "D'v^ Bildhauer be- 
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□atzen diese Art der Umformung („Bildhauerperspektive")- 
Professor Paul Pfeifer (Berlin) hat einen Apparat kon- 
struiert, der es ermögliclit, von einem vollplastiscncu Original 
in mechanischer Weise ein solches Relief herzustellen. 

Dieser „Relief-Modellierapparat", D. R. P. 92898, besteht 
(Abbild. 4} aus einem Holzgestell, das auf seiner unteren 
Platte den mittels eines Schraubenantriebes in wagrecbten 
Schlittenfubrungen verschiebbaren Werktisch trägt. Dieser 
kann links in dem Hohlraum das abzubildende Ori^nal, 
rechts auf der Platte die Modelliennasse aufnehmen, aus 




welcher das Relief geschnitten werden soll. Der Fühlstift, 
welcher die vollnmde Form, z. B. einen Kopf, nachfährt 
und das Messer, welches das Relief schneidet, sind in Gleite 
Stangen an einem aus gezogenen Metallrohrcn hergestellten 
Rahmen befestigt, an dem sich auch der Hebel befindet, 
mittels welchem die Größe der Verkürzung eingeatellt werden 
kann. Man hat die Verkürzungeu von ^ bis ^ zur Ver- 
fügung. Der ganze Rahmen ist durch eine sehr feine 
Bollenführung in wagrechter Richtung verschiebbar, dabei 
gleitet der Ffihlstift über das Original hinweg, und das 
Messer beschreibt die dazu affine Kurve. Nachdem der 
Stift über die Form iiinweg geführt ist, \rää, fte-c"^ e^öiada. 
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ein wenig verstellt und nun abemmls der Eahmen ver- 
schoben. So erhalt man, Schiclit Rir Schicht, das Relief. 
Auf diese Weise mechanisch heimstellte Reliefs zeigen ohne 
weitere Nacharbeit schon eine vorzügliche Flächenwirkung. 
Wir fügen noch die Abbildungen 5 und 6 bei, welche zwei 
solche Kelief 8 wiedergeben. Die Verkürzungen sind j- bezw. -^ . 




Liegt S im Endlichen, dagegen a unendlich fem, so 
erhalten wir ähnliche und ähnlich gelegene Systeme; die 
Konstante 

■ -^ g-E' 
^^ SA^ SB 

g'bt die Verjüngung, Man vergl. Figur 40a und 40b. 
er Wert j = — 1 führt zu Systemen, die symmetrisch 
in bezug auf den Pmikt S Hegen. 

Endlich kommen wir zu kongruenten Systemen (Fig.41), 
wenn S und a beide im Unendlichen sich befinden. 
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§ 27. Die reziproken Systeme. 
Die incidenten und involutorisclien Elemente. 
178, Wie bei einer Korrelation lediglich die Doppel- 
elemente eine gewisse Sonderstellung in der durchaus gleich- 
artigen Beziehung einnehmen, so werden als die einzig 
ausgezeichneten Elemente einer Korrelation diejenigen zu 
bezeichnen sein, welche die ihnen entsprechenden Elemente 
enthalten. Dio^e mögen als „incident«" Elemente bezeichnet 
werden. Die Untersuchung verläuft der tur ebene Systeme 
dunzhgcführtt'ii analog, so daß wir uns darauf beauhränkea 
können, die Resultate aufzuzählen: 

Alln Punkte des einen oder anderen Systems, 
welche in den ihnen entsprechenden Ebenen liegen, 
effülleii eine Fläche zweiter Ordnung F., und alle 

I Ebenen, welche die ihnen entsprecbenaen Punkte 

tragen, umhüllen eine weitere Fläche zweiter Ord- 
nung Ff. 
LHcije beiden sogenannten „Kemflächen" durch- 
setzen sich in den vier Seiten eines räumlichen 
Vierecks, des „Hauptvierseits" der Korrelation, 
desspn Eoken ein Tetraeder bilden. Beide Flächen 
berühren in den Ecken die Tetraederflächen. 
Die Ecken dieses Hauptvierseits sind gleichzeitig 
die eiozigen Punkte, denen involutorisch die 
gl^tch«, öberdies noch durch sie hindurch gehende, 
Ebene entspricht. 
Die Gleichungen der Kemflächen werden: 

(1) Fp=anx\ + aitx*t+ ... +{au + at^)xiXt+ ... =0 

(2) F, = aufi + aaft+ •■■ + (a« + a») f i 5. -h •■• =0 
Setzen wir voraus, daß das Hauptvierseit der reziproken 

Beziehung vollständig reell ist, so können wir dasselbe als 

Koordinatentetraeder benutzen und die Korrelation wie folgt 

ilarstellen : 

(3) eli = ai2Xi eSi^oiiXi e$ä=(inXi ef* = aisx^ 

»wie 
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Die beiden Kemflachen werden: 

(5) JS;, E=E («12 + 021)01^1X2 + («84 + «43)^3^4 = 

(6) K^ ~ «34 «43 K2 + 0^21) fl ^2 + «12 «21 («34 + «43) f 3 f 4 = 

Sie durchdringen sich in dem Hauptvierseit 

-^1-^4-^-^8* ) 

Die involiitorischen Korrelationen. 

179. Ist in den Gleichungen (10) bis (13) der reziproken 
Verwandtschaft (Seite 253) 

«ifc = «jfci 
und folglich auch 

so stimmt die transponierte Substitution mit der ursprüng- 
lichen überein, und es leuchtet unmittelbar ein, daß das 
in volutorisch e Entsprechen je zweier zugeordneter Elemente 
durchweg eintritt. Einem Punkte z. B., dessen Koordinaten 
man mit Xi bezw. mit a?/ bezeichnet, wird immer die gleiche 
Ebene zugewiesen. Die beiden Flächen Fp und Fe ver- 



*) Von den zahlreichen Untersuchungen über die KoUineation 
und Korrelation und über damit zusammenhängende Probleme seien 
folgende Arbeiten von K. Sturm in den Math. Annalen erwähnt: 
„Das Problem der Projektivität und seine Anwendung auf die Flächen 
zweiten Grades.** Band 1. 1869. Seite 533—574. — „Das Problem 
der räumlichen Projektivität." Band 6. 1873. Seite 513—550. — 
„Vereinfachung des Problems der räumlichen Projektivität." Band 15. 
1879. Seite 407 — 423. — „Über die reziproke und mit ihr zusammen- 
hängende Verwandtschaften." Baud 19. 1882. Seite 461—486. — 
„Über KoUineation und Korrelation." Band 22. 1883. Seite 569— 588, — 
„Zur Theorie der KoUineation und Korrelation." Band 28. 1886. 
Seite 277—283. — „Über gleiche Punktreihen, Ebenenbüschel, Strahlen- 
büschel bei kollinearen Räumen." Band 28. 1886. Seite 268—276. 
Femer seien noch folgende , in der gleichen Zeitschrift enthaltene 
Arbeiten erwähnt: M. Pasch: „Zur Theorie der KoUineation und Rezi- 
prozität.^ Band 23. 1884. Seite 419—436. „Über Viereck, Vierseit 
und projektive Verwandtschaft in der Ebene. '^ Band 26. 1886. 
Seite 211 — 218. P. Muth: „Die geometrische Deutung von Invari- 
anten räumlicher Kollineationen und Reziprozitäten.^ Band 33. 1889. 
Seite 493 — 510. .^Über Kovarianten ebener Kollineationen.^ Band 40. 
1892, Seite 89—98. „Zur geometmchen. Deutung der Invarianten 
ebener Xoiiineationen." Band 55. l^O'Ä. ^^\\ä ^^V-V^^. 
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einigen sich in eine einzige Fläche 97, und die Korrelation 
geht über in die polare Beziehung bezüglich dieser Flache: 
jedem Punkte entspricht also seine Polarebene hinsichtlich q) . 
Dieses räumliche Polarsystem existiert auch in dem FaUe, 
daß die Ordnungsflache 97 ganz imaginär ist. Man definiert 
umgekehrt diutsh ein solches Polarsystem eine imaginäre 
Fläche zweiter Ordnung. 

Aber es gibt noch eine zweite Möglichkeit^ eine durch- 
aus involutorische^ reziproke Beziehung im Baume herzustellen. 
Setzen wir nämlich in den Gleichungen (10) 

an = und a^ = — a^i 

80 verschwinden die Gleichungen Fp und F^ identisch und 
jedes Element Hegt in dem ihm entsprechenden. Die 
Gleichungen für diese Korrelation werden dann aber: 

Q^(= + «12^2 + «13-^3 + «14^4 

^fjä = %2'^l "T «23*^3 1 «24*^4 

QSs = «13*^1 «23*^2 "T «34*^4 

^^4 == «14^1 «24*^2 «34*^3 

Aus ihnen ergeben sich unmittelbar die folgenden: 
vSi = — ai^xi— UiiXi — ttuxi 

V f 8 = «18 ^{ + «28 ^2 — «34 ^4 

Vf 4 = «14^l' + «24^2' + «84^8' 

Es haben sich also die Gleichungen (7) reproduziert, woraus 
der involutorische Charakter der Verwandtschaft ohne weiteres 
hervorgeht Femer ist: 



J = 






«12 


«13 


«14 


— «12 





«23 


«24 


— «13 


«23 





«34 


— «14 


«24 


— «34 






= {«12«34— «13«24+«23«14)^ 



Die Determinante der Substitution verschwindet also 
nicht, wie überhaupt jede derartige Determinante geraden 
Grades. Dagegen bat jede Determmante öÄfc^^x kx\» n<3^ 
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ungeradem Grade den Wert 0, so daß sich ein Analogon 
zu dieser Verwandtschaft im temären Gebiet^ d. h. im Punkt- 
feld oder im Bündel, nicht angeben laßt. Die durch die 
obigen Gleichungen gegebene involutorische Korrelation, 
welche neben der räumlichen Polarreziprocitat die einzig 
mögliche, involutorisch- reziproke Beziehung vorstellt, wird 
als das „Nullsystem" bezeichnet. Jedem Punkte entspricht 
eine durch ihn gehende Ebene, jeder Ebene ein in ihr 
liegender Punkt Beschreibt der Punkt eine Gerade, so 
dreht sich die zugehörige Ebene um die entsprechende 
Gerade. Es gibt c»^ Gerade, die sich selbst entsprechen: 
sie bilden einen linearen Komplex. In betreflF weiterer 
Eigenschaften des Nullsystems, das in der Mechanik bei 
der Zusammensetzung von Kräften im Räume Verwendung 
findet, vergleiche man Fiedler: „Die darstellende Geometrie*^, 
m. Teü, Leipzig 1888, Seite 611 ff., und Sturm: „Die 
Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie", 
Leipzig 1892, Seite 62 ff. 



§ 28. Die InTOlatorischen Kollineationen. 

Die unmittelbar anzugebenden Fälle. 

180. Um die Betrachtungen über die Kollineation zum 
Abschluß zu bringen, haben wir noch folgende Fragen zu 
erledigen: 

Kann eine Kollineation einzelne oder unend- 
lich viele involutorische Elementenpaare enthalten? 
Kann sie durchweg, d. h. in allen Elementen, den 
involutorischen Charakter zeigen? 

Wir wollen die zweite Frage zuerst beantworten. Eine 
involutorische Kollineation muß sicher als spezieller Fall 
unter den in 165. erwähnten kollinearen Beziehungen [ent- 
halten sein. Man erkennt aber dann, daß für j = — 1 
die gescharte Kollineation und die Centralkollineation in 
involutorische Beziehungen übergehen. 

Bei der ersteren haben wir zwei Achsen, a und 6, die 
auch imaginär sein können. Jedem Punkte ordnen wir auf 
der durch P gehenden Sekante den vierten harmonischen 
bezüglich der beiden SchnittpimktÄ nät a wud b zu. Die 
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dadurch entstehenden Systeme heißen ^geschart in- 
volntorisch*'. 

Nimmt man speriell die eine Achse b unendlich fem in 
einer auf a senkrechten Ebene , so liegen je zwei ent- 
sprechende Punkte symmetrisch zur Achse a; die Systeme 
sind ^^azial symmetrisch^. 

Die Centndkollineation femer enthält für ; = — 1 
laater Punkt- und Ebenenpaare^ welche das Centram S und 
die Eollineationsebene a harmonisch trennen. Der unend- 
lich fernen Ebene entspricht diejenige Ebene, welche in der 
Uitte zwischen S und a parallel zu a verlauft. (^^Harmo- 
nische Centralkollmeation^y centrische Involution, Homologie). 

Diese beiden Fälle stellen nun, wie im folgenden zu 
beweisen sein wird, überhaupt die einzigen Möglichkeiten 
vor^ den Baum kollinear und gleichzeitig involutorisch auf 
sich selbst zu beziehen. 

Teilweise-involutorische Systeme. 

181. Enthält eine Kollineation ein involutorisches Punkt- 
paar, also einen Punkt, dem als P und Q' gonommen der 
andere als P' und Q entspricht, so geht die Verbindungs- 
linie PQ in P'Q, d. h. in sich selbst, über und muß femer 
nach 59. überhaupt involutorisch in sich transformiert werden. 
Untersuchen wir also jetzt die früheren vier Fälle der Kol- 
lineation (165.) daraufhin, ob sie eine involutorische Gerade 
enthalten können. 

Die Kollineation mit einem Haupttetraeder besitzt in 
dessen Kanten sechs Gerade, die in sich selbst transformiert 
werden. Wir können nun die Bestimmung der Kollineation 
BO einrichten, daß eine dieser Kanten eine involutorische 
Gerade wird. Wählen wir nämlich das Punktpaar P, P', das 
im Verein mit dem Haupttetraeder zur Festlegung der kol- 
linearen Beziehung benutzt wird, so daß es die Ebenen 
BCä und BCl) harmonisch trennt, und treffen die 
Ebenen BCP und BOT die Kante ^D in den Punkten Q 
und Q', so ist: 

und wir erhalten (59.) auf der Kante ÄD eine Involutiou. 
Natürlich wird auch der Ebenenbüschel mit der Achse BC 
involutorisdi in sich übergeführt. Damit \iat svöa. coä 
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Kolliaeation ergeben, die, ohne überhaupt involutorisch zu 
sein, zwei involutoriscihe Grundgebilde erster Stufe enthält. 

Wir können auch noch erreichen, daß die Gegenkante BG 
ebenfalls sich involutorisch entspreche. Denn man zeigt 
leicht, daß man ein Punktpaar P, P' noch auf sehr ver- 
schiedene Weise so annehmen kann, daß es aus AD auf BG 
projiziert mit B und C zwei harmonische Punkte und 
ebenso aus BC auf AD projiziert mit A und D harmo- 
nische Punkte liefert. Die dadurch gegebene Kollineation 
enthält also zwei involutorische Punktreihen und zwei in- 
volutorische Ebenenbüschel auf den Gegenkanten ^D und PC, 
ohne jedoch im ganzen involutorisch zu sein. Dagegen 
^vird mit dem Auftreten einer dritten involutorischen Geraden 
die ganze Beziehung involutorisch. Denn wählen wir P, P' 
so, daß auch die Ebenen (7 DP und CDP' durch CDA 
und CDB harmonisch getrennt werden, so sind in gleicher 
Weise der Ebenenbüschel CD und die Punktreihe -4 P involu- 
torisch. Irgend einem Punkte, der als Schnittpimkt der 
Ebenen nach AD, BC und CD genommen wird, entspricht 
dann involutorisch der Schnittpunkt der drei entsprechen- 
den Ebenen dieser Ebenenbüschel. 

Es ist aber leicht zu beweisen, daß wir damit zu den 
involutorisch-gescharten Systemen gelangen. Denn betrachten 
wir die Ebene ABC, so bildet sich in ihr eine ebene Kol- 
lineation aus und P und P' liefern aus D projiziert ent- 
sprechende Punkte derselben. Die Strahlenbüschel A und G 
sind aber beide involutorisch, folglich muß nach 107. (8. 180) 
die kollineare Beziehung in der Ebene ABC überhaupt 
involutorisch, d. h. eine Centralkollineation mit B als Centrum 
sein. Daraus folgt, daß die Verbindungslinie PP' der 
Geraden DB begegnet. Betrachtet man aber weiter die 
Ebene ABD, so erhält man auch in ihr eine harmonische 
Centralkollineation mit A als Centrum, und dieses hat zur 
Folge, daß die Verbindungslinie PP^ auch die Kante ACJ 
trifft. Also sind BD und AC die Achsen dieser geschart- 
involutorischen Beziehung. 

182. Endlich ist noch der Fall zu erledigen, daß zwei 

sich schneidende Kanten des Haupttetraeders sich involutoriseli 

entsprechen, z.B. die Kanten DA und DB. Dann mutß 

wieder mit Rücksicht auf 107. offenbar die ganze Eberxe 

DÄJB involutorisch in sieb. Sh^x^'itvjJöx^i ^n^^äryl, wobei A IB 
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die Achse, D das Centrum wird, um eine solche raum- 
liche KolUneation herzustellen, haben wir nur notig, das 
Punktpaar P^ P^ so zu wählen, daß es aus C in die Ebene 
DAB projiziert zwei Punkte Q und Q' liefert, deren Ver- 
bindungslinie durch D geht und welche D und AB über- 
dies harmonisch trennen. Die Verbindungslinie PP' und 
entsprechender Punkte überhaupt trifit demzufolge die 
Kante (72), und da ^jS sich Pcmkt für Punkt selbst ent- 
spricht, so stellt diese teilweise - in volutorische Beziehung, 
welche eine involutorische Ebene und einen involutorischen 
Bündel enthalt, einen speziellen Fall der axialen Kol- 
Uneation vor (S. 276). 

Kann nun eine Kollineation noch eine zweite involu- 
torische Ebene enthalten, ohne überhaupt involutorisch zu 
sein? Es sei außer der Ebene DAB auch noch die Ebene 
GAB involutorisch auf sich bezogen, und zwar sei C für 
die zweite Kollineation das Centrum, während ihre Achse 
natürlich AB ist. Um eine räumliche Kollineation dieser 
Art herzustellen, muß ein Punktpaar P, P' so angenommen 
werden, daß es einerseits aus C auf die Ebene ABB pro- 
jiziert zwei Punkte Q^ Q'won der oben erwähnten Eigenschaft 
liefert, andererseits müssen die Projektionen JS, P' von P, P' 
aus D auf die Ebene ABC auf einer Geraden durch C 
liegen und C und AB harmonisch trennen. Die Eigen- 
schaften des vollständigen Vierecks führen dann aber leicht 
zu der weiteren Folgerung, daß jede Verbindungslinie BP' 
nicht bloß CD, sondern auch AB trifft und daß P, P' 
harmonisch liegen zu den beiden Schnittpunkten. Damit 
wird aber die Kollineation eine geschart-involutorische. 

Setzen wir endlich voraus, wir hätten zwei involutorische 
Ebenen DAB und DBA, aber es sei D das KoUinealions- 
centrum, für jede der beiden Ebenen, so werden AB und 
BC sich Punkt für Punkt selbst entsprechen, und man 
erhält die harmonische Centralkollineation mit D als Centrum 
und AB als Kollineationsebene. 

Es ergaben sich mithin drei Typen von teilweise- 
involutorischen KoUineationen, als durchweg-involutorische 
aber bleiben bloß die geschart-involutorische und die harmo- 
nische Centralkollineation bestehen. 
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X. Kapitel. 

Die linearen Transformationen einer Fläche 
zweiter Ordnung in sicli. 

§ 29. Die projektiyen Beziehiiiigen einer Fläche 

zweiter Ordnung in sicli. 

Kollineare Beziehung einer Fläche zweiter Ordnung 

in sich. 

183. Zwei Räume ü und 2' seien kollinear auf einander 
bezogen. Wird dann in ü eine Fläche zweiter Ordnung F^ 
angenommen^ welche dem allgemeinen Fall entsprechend 
zwei Scharen von geraden Linien enthalten möge^ so ent- 
spricht ihr in ^' wieder eine geradlinige Fläche zweiter 
Ordnung F^'. Wir wollen die Geraden der einen Schar 
auf F^ durch g, die der anderen Schar durch A, jede Schar 
als Ganzes durch \g] bezw. [h] bezeichnen. Da die Kol- 
lineation Gerade wieder in Gerade überführt, so wird sie 
die beiden Geradenscharen \g] und [h] auf F^ in die Geraden- 
scharen [g^] und [A'] auf F^' transformieren und es werden 
[g] und [gf'] einerseits, sowie [h] und [A'] andererseits pro- 
jektiv auf einander bezogen. Irgend einen Punkt P von F^ 
fassen wir auf als Schnitt der zwei durch ihn hindurch 
gehenden Erzeugenden g und h; die entsprechenden Er- 
zeugenden g^ und A' liefern in ihrem Schnitte den ent- 
sprechenden Punkt P' auf F^\ Denken wir uns F^ und F^' 
gegeben, so können wir jetzt unabhängig von der räumlichen 
Kollineation die kollineare Beziehung der beiden Flächen 
durch die projektive Zuordnung der Regelscharen vermitteln. 

Um dies auch rechnerisch zu verfolgen, hätten wir die 
Erzeugenden von [g] und [A] je durch einen Parameter X 
bezw. jüi festzulegen, während durch X' und /x' die Er- 
zeugenden von [g^] und [A'] gegeben sein mögen. Dann 
werden zwei bilineare Gleichungen 

die projektive Beziehung der Regelscharen zum Ausdruck 
briDgeD. 
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GaDz in der gleichen Weise gelingt es auch, eine Flache 
zweiter Ordnung auf sich selbst zu beziehen^ doch müssen 
wir dabei die folgenden beiden Möglichkeiten unterscheiden:*) 

a) Jede der beiden Regelscharen wird je durch 
eine der Gleichungen (1) projektiv auf sich bezogen. 

b) Die eine Regelschar wird in doppelter Weise 
auf die andere bezogen durch die Gleichungen: 



(2) 


, aX + b 
'^ cX + d 


y af^ + ß 
y/A + d 




CL. 


ZTJ 



^n 



(I) 

h 
n 



AA 7^- 



{B 



Fig. 89. 

Die beiden dadurch zu gewinnenden kollinearen Be- 
ziehungen einer F^ in sich zeigen wesentliche Unterschiede 
und sollen getrennt behandelt werden. 

184. Ijogi ersten Falle werden sich in jeder der beiden 
Regelscharen zwei Doppelstrahlen finden^ g^, Qn^ der einen 
und Äw, Ä„ in der anderen (Fig. 89). Die Schnittpunkte 
igmhfn), ignKi), (?!.*„), {9mhn) siud dic cmzigen Doppel- 
oder Koinzidenz-Punkte. Treten an Stelle der reellen 



*)FelixKlein:„Math. Annalen". Band 4. Iftli. S^\\ä AAÄ^^^^^. 
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Doppelstrahlen in einer der Projektivitaten imaginäre^ so^jgj^ 
werden die Doppelpunkte natürlich sämtlich imaginär. :^,^\j^ 

Zu einem anderen Typus führt folgender spezielle Fall. tX^o 
In der einen ßegelschar^ etwa [g], möge jede Erzeugende : X g? 
mit der ihr entsprechenden sich decken, was durch die ri^u 
Gleichung hA] 

(3) A'=A ^^1 

zum Ausdruck gebracht wird, während wir die anderfe Regel- ::i ^ 
schar [h] wie oben in sich transformieren. Die beiden v^Jeii 
Doppelstrahlen Ä«, Ä„ dieser letzteren Projektivitat müssen 
sich dann ersichtlich Punkt für Punkt selbst entsprechen. 
Es treten mithin zwei Achsen mit c»i Doppelpunkten auf. 
Die Punkte werden bei dieser Transformation auf den Er- 
zeugenden g sich bewegen. Ebenso kann man eine kollineare 
Beziehung der F^ in sich angeben, bei der die Punkte längs 
der Erzeugenden h wandern, während zwei reelle oder imaginäre 
Erzeugende g Punkt ffir Punkt fest bleiben. 

Die durch die Gleichungen (1) gegebene Transformation 
einer Fläche F^ in sich, bei der also jede Regelschar in sich 
übergeführt wird, möge als eine „Transformation erster 
Art^^ bezeichnet werden. Sie kann, ebenso wie die soeben 
erwähnte speziellere Form, auch involutorisch werden, 
wenn an Stelle der zwei Projektivitaten (1) involutorische 
Beziehungen treten. 

185. Wenden wir uns jetzt zu den kollinearen Be- 
ziehungen, welche aus der Annahme b) sich ableiten lassen: sie 
mögen lineare Transformationen zweiter Art heißen. 
Eine projektive Beziehung der einen Regelschar auf die andere ^ 
kann geometrisch zur Anschauung gebracht werden durch 
einen Kegelschnitt der F^, der die Zuordnung der Er- 
zeugenden dadurch vermittelt, daß auf ihm die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden liegen. Legt man nämlich durch 
die Schnittpunkte dreier Paare von entsprechenden Geraden j 
der projektiven Regelscharen eine Ebene, so wird der Schnitt- 
kegelschnitt mit der F^ durch die beiden Regelscharen pro- ' 
jektiv auf sich bezogen, und da die ausgewählten drei Punkte 
Doppelpunkte sind, so muß jeder Punkt des Kegelschnittes 
sich selbst entsprechen. 

Die kollineare Beziehung zweiter Art läßt sich dann 
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in folgender Weise klar übersehen: Gegeben sind (Fig. 90) 
zTvei Kegelschnitte Kg und Kh auf der F^, Zu einem 
Punkte X von F^ finden wir den entsprechenden wie folgt: 
Durch X geht eine Erzeugende g und eine Erzeugende Ä; 
wir bringen g mit Kg und A mit Kh zum Schnitt; durch 
diese Punkte laufen die entsprechenden g' und Ä', welche 
sich, im zugehörigen Punkte X' begegnen. Würde X als F' 
genommen^ so hätte man g mit K^ und h mit Kj^, zum 
Schnitt zu bringen; die durch diese Punkte gehenden Er- 
zeugeaden schneiden sich in Y. 



Fig. 90. 

Daraus kann man die Bedingung ableiten dafür^ daß 
die Beziehung eine involutorische werde: offenbar müssen 
sich die beiden Kegelschnitte Kg und Kk in einen ver- 
einigen. Für diese involutorische Beziehung wird dann jeder 
Punkt dieses Kegelschnittes ein Doppelpunkt. Im all- 
gemeinen Falle dagegen erhalten wir nur zwei reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte, nämlich die Schnittpunkte A 
und B von Kg und Kn* Dies zeigt unmittelbar die obige 
Konstruktion. Gehen durch A und B die Erzeugenden gr«, 
Äaj ghf Äft (Fig. 91), so folgt aber auch noch weiter, daß die 
Schnittpunkte {ffahh) und (ghha) oder E und F sich in- 
volutorisch entsprechen, und dies ist das einzige Punkt- 
paar, dem diese Eigenschaft zukommt. 
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Die kollineare Beziehung erster Art enthielt im Gegen- 
satz dazu kein invohitorisches Punktpaar und nahm im 
ganzen einen involutorischen Charakter an, wenn ein 
solches Punktpaar auftrat 




Fig. 91. 

Bestimmt ist eine kollineare Beziehung einer F^ in 
jedem Falle durch drei Punkte Ä, B, C und ihre ent- 
sprechenden A% B\ C , sofern nur keine zwei dieser Punkte 
auf einer Erzengenden der F^ liegen. Denn ordnet man 
die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden einander zu, 
so genügt dies zur Bestimmung der projektiven Beziehimgen 
der ßegelscharen bezw. der Parameter in den Gleichungen (1) 
und (2). Auch folgt noch: 

„Es gibt oo^ kollineare Transformationen einer 
Fläche zweiter Ordnung in ^ich." 

Zwei Transformationen erster Art liefern nach einander 
angewandt wieder eine Transformation erster Art; zwei 
Transformationen zweiter Art dagegen führen in ihrer Auf- 
einanderfolge zu einer Transformation der ersten Art. Eine 
Transformation der ersten Art imd eine der zweiten Art 
bestimmen eine solche der zweiten Art. Demnach haben 
bloß die Transformationen der ersten Art die Eigenschaft^ 
eine „Gruppe" zu bilden. 
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Die reziproke Beziehung einer Fläche zweiter 

Ordnung in sich. 

186. In gleicher Weise ordnet eine raumliche Kor- 
relation zwischen zwei Systemen H und H' einer Fläche F^ 
wieder eine Fläche F'^ zu, wobei jetzt jedem Punkte von F^ 
eine Tangentialebene F'^ entspricht. Betrachten wir aber 
den Berührungspunkt der Tangentialebene und ordnen ihn 
dem Punkte auf F^ zu, so erweist man von der dadurch 
gegebenen punktweisen Beziehung der beiden Flächen F^ 
und F^^ mit leichter Mühe, daß sie eine kollineare sein 
muß. Demnach kann man eine Fläche zweiter Ordnung 
auch in doppelter Weise korrelativ auf sich selbst beziehen, 
nach der ersten oder nach der zweiten Art: wir haben nur 
an Stelle des einen Systems von Punkten der F^ die 
Tangentialebenen in ihnen einzuführen. Traten bei der 
kollinearen Beziehung erster Art vier Doppelpunkte auf 
(Fig. 89), so werden diese Punkte Ä, B, C, D bei der zu- 
gehörigen reziproken Beziehung sich dadurch auszeichnen, 
daß die ihnen entsprechenden Tangentialebenen F^ durch 
sie hindurch gehen imd daß das Entsprechen überdies ein 
involutorisches ist. Bei der reziproken Beziehung zweiter 
Art konmit den Punkten A und B die gleiche E^enschaft 
zu (Fig. 91); dem Punkte E femer ist die Ebene ABF, 
dem Punkte F die Ebene ABF und zwar jedesmal in- 
volutorisch zugeordnet. Der Verbindungsgeraden FF 
endlich entspricht involutorisch die Verbindungslinie AB. 

Alle diese Transformationen einer F^ in sich können 
wir kurz als „projektive*^ bezeichnen. 



§ 30. Die projektiv anf sich bezogene Fläclie 
zweiter Ordnnng als Bestandteil einer projektiven 

Banmtransformation. 

Kollineationen mit sich selbst entsprechenden 

Flächen zweiter Ordnung. 

187. Den Anschluß an die früheren Betrachtungen 
gewinnen wir wieder, indem wir uns fragen: Kann eine 
raumliche Kollineation eine koUinear auf sich bezo^n^ 
Fläche zweiter Ordnung enthalten? 

Voeblemann, Oeometrische TranaformaUoiieii, ^^ 
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Es sei zunächst die allgemeine Kollineation (S. 274) mit 
einem Haupttetraeder vorausgesetzt; außerdem müssen wir 
unterscheiden^ ob die F^ nach der ersten oder zweiten Art 
kollinear auf sich bezogen ist. 

Soll eine ramnliche Kollineation eine koUineare Be- 
ziehung der ersten Art auf einer F^ ausbilden^ so müssen 
die auftretenden vier Doppelpunkte (Fig. 89) sicher auch 
Doppelpunkte der Kollineation und AB CD muß das 
Haupttetraeder derselben sein. Die Fläche F^ enthält das 
Vierseit AB CD und kann folglich in der Form geschrieben 
werden: 

Stellen wir die Kollineation durch die Gleichungen (9) von 
148. dar^ so geht diese Fläche über in: 

Im allgemeinen wird also keine Fläche dieses Büschels in 
sich transformiert Ist aber: 

oder was das Gleiche besagt: 

(1) ;i2=i43 

so wird jede Fläche dieses Büschels in sich übergehen. Es 
folgt daher: 

Die allgemeine Kollineation führt keine Fläche 
zweiter Ordnung kollinear nach der ersten Art in 
sich über; sind aber zwei der Invarianten der 
Kollineation einander gleich entsprechend der Be- 
ziehung (1), so gehen sämtliche Flächen eines 
Büschels in sich über imd dessen Basiskurve ist 
ein dem Haupttetraeder angehörendes Vierseit. 

188. Weiter ist nun zu untersuchen, ob eine allgemeine 
Kollineation eine nach der zweiten Art kollinear auf sich 
bezogene P^ enthält bezw. enthalten kann. Die Doppel- 
punkte A und B (Fig. 91), die in diesem Falle auf der F^ 
sich ergaben, sind jedenfalls auch wieder Doppelpunkte der 
räumlichen Beziehimg. Verbindet man aber die beiden sich 
involutonsch entsprechenden Punkte (vergl. S. 303), so muß 
diese Gerade jedenfalls involwtoTV^ÖDL m «^öa. XsasÄfeüaaiert 
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werden. Die Doppelpunkte C und D dieser Involution 
geben mit A und B aas Haupttetraeder einer Kollineation^ 
welche die F^ enthalten würde^ und man erhält: 

(2) ;s4 = ÄB(CDPP') = Ji = _ 1 

weil die Involution auf £i^ aus CD durch einen involutorischen 
Ebenenbüschel projiziert werden muß. Da bei einer beHebigen 
Kollineation diese Bedingung nicht erfüllt sein wird, so fuhrt 
eine kollineare Beziehimg im allgemeinen keine Fläche zweiter 
Ordnimg kollinear nach der zweiten Art in sich über. Die 
Bedingung (2) ist aber auch noch nicht eine hinreichende. 
Denn bezeichnen wir mit X, X' zwei einander zugewiesene 
Punkte der Involution auf der Geraden EF, die also auch' 
in der räumlichen Beziehung einander entsprechen, so werden 
auch die Strahlenbüschel, welche aus Ä und B die In- 
volution auf FF projizieren, involutorisch in sich trans- 
formiert, d. h. dem Strahl ÄX entspricht in doppelter Weise 
der Strahl ÄX\ Eine Fläche zweiter Ordnung nun, welche 
durch dasVierseit AXBX' hindurch geht, wird übergeführt 
in eine andere, welche wieder das gleiche Vierseit enthält. 
Soll mithin eine Fläche von der bewußten Eigenschaft 
existieren, so gehört sie dem System der Flächen an, daß 
man durch Variation des Punktpaares X, X' erhält. Die 
Gleichung dieser Flächen muß die Form haben: 

lxi^+ mxi 2 + nx{xi = 

Denn für Xi = bezw. 0^2 = soll der Schnitt in zwei zu 
den betreflTenden Dreiecksseiten harmonische Gerade zer- 
fallen. Diese Fläche geht aber über in: 

laszXs + nia^^Xi^ + w an «22 ^1^2= 
Führen wir die Bedingung (2) ein, so kommt: 

Ixl + mxl + '^'^x.x.^O 

Die beiden zugeordneten Flächen falleil also zusammen, wenn 

(3) %1^_1 
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Dieser Bedingung läßt sich auch eine geometrische Deutung 
abgewinnen. Sind P und P' irgend zwei entsprechende 
Punkte der Kollineation und triflRb die Verbindungslinie der- 
selben in Ay B^ C^ D die Ebenen des Haupttetraeders^ so 
fanden wir für das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte 
(165. Zusatz): 

(ABCD) = ^^^^^^^ : ?^^^-=^^ 

^22 ^33 ^22 ^44 

Setzt man diesen Ausdruck = — 1 und führt die obige 
Bedingung (2) ein^ so ergibt sich sofort die letzte Gleichung. 
Sind also die zwei Bedingungen (2) und (3) erfüllt, so 
gehen alle Flächen des obigen Systems — es ist ein Netz 
oder auch ein Gewebe — in sich über. Damit ist gezeigt: 

Eine Kollineation führt im allgemeinen keine 
Fläche zweiter Ordnung koUinear nach der zweiten 
Art in sich über. Sind aber die Bedingungen 

jsi = —l und (ABCD) = — 1 

erfüllt^ so geht ein zweifach unendliches System von 
Flächen in sich über in der Weise, daß jede dieser 
Flächen kollinear nach der zweiten Art trans- 
formiert wird. 

189. Wir wenden ims jetzt zur gescharten Kol- 
lineation. Sind a und b deren Achsen und ist g eine zu 
ihnen windschiefe Gerade, so entspricht ihr eine Gerade g', 
welche a und b ebenfalls nicht trifft. Dann liegen a, 6, g, g' 
auf einem Hyperboloid. Denn es gibt unendlich viele 
Gerade, nämlich alleVerbindirngslinien entsprechender Punkte 
von g und flf', welche diese vier Gerade treffen. Dieses 
Hyperboloid wird durch die Kollineation in sich selbst 
übergeführt und es wird auf ihm eine Transformation erster 
Art ausgebildet und zwar von der speziellen Natur, bei der 
zwei Erzeugende Punkt för Punkt fest bleiben (vergl. 184.). 
Umgekehrt kann eine auf diese Art kollinear auf sich be- 
zogene Fläche jF^ sich nur in einer gescharten Kollineation 
finden. 

Wird die gescharte KoUineation eine involutorische, so 
fuhrt sie die Fläche F^ involutorisch nach der ersten Art 
in sieb über. Es folgt aiao'. 
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Eine gescharte Kollineation transformiert oo^ 
Flächen zweiter Ordnung in sich und zwar auf 
die spezielle erste Art, nämlich alle diejenigen 
Flächen, welche durch die Achsen der Kollineation 
hindurch gehen. Eine gegebene Fläche F^ kann 
durch cx)3 gescharte KoUineationen in sich trans- 
formiert werden. 

Das letztere folgt daraus, daß wir auf einer Fläche F^ 
zwei Erzeugende als Achsen der Kollineation und außerdem 
die Invariante derselben beliebig annehmen können. 

Eine koUinear nach der zweiten Art auf sich bezogene 
F^ kann in einer gescharten Kollineation nicht auftreten. 
Denn die jP^ enthält dann ein involutorisches Punktpaar^ 
das die ganze Kollineation zu einer involutorischen machen 
würde: es müßte dann aber auch die Fläche involutorisch 
nach der zweiten Art auf sich bezogen werden, so daß also 
ein Pimkt für Punkt fester Kegelschnitt auftreten würde, 
was nicht möglich ist. 

Die involutorisch-gescharte Kollineation kann allerdings 
noch auf eine zweite Art eine Fläche F^ in sich trans- 
formieren. Nach einem bekannten Satze trennen nämlich 
zwei reziproke Polare a, b einer Fläche F^ diese harmonisch, 
d. h. wenn man irgend eine Gerade auswählt, welche a und b 
trifft, so liegen diese Punkte zu den Schnittpunkten mit 
der F^ harmonisch. In der geschart -involutorischen Kol- 
lineation, welche a und b als Achsen enthält, entspricht 
dann die F^ involutorisch nach der ersten Art sich selbst. 
Man erkennt unmittelbar: 

Eine geschart -involutorische Kollineation fährt 
cx)ö Fläche zweiter Ordnung involutorisch nach der 
ersten Art in sich über, so daß die Achsen der 
Kollineation reziproke Polaren für die Fläche sind. 
Eine gegebene Fläche wird durch c»* gescharte 
Involutionen auf diese Weise in sich transformiert. 

190. Soll endlich eine Centralkollineation, die durch 
die Gleichimgen (2) von 168. gegeben ist, eine F^ in sich 
überführen, so sei die Gleichimg der F^ in der Form 
angenommen : 
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wobei f^ und f^ homogene Funktionen vom ersten bezw. 
zweiten Grade in den Xiy xi, a^> Es soll dann sein: 

xi^ + x:f{ + fi^x\ + x^f, + U 
oder: 

fx\ +jxJi +f^ = x\ + xj^ + f^ 

Diese Identität wird bloß erfüllt, wenn 

p = 1 und i = 1 

was zu keiner eigentlichen^ sondern lediglich zu einer 
identischen Transformation führt Wird also eine F^ durch 
eine wirkliche Centralkollineation in sich übergeführt^ so 
muß die Gleichung der F^ von der Form sein: 

und nun erhalten wir lediglich p = 1 als Bedingung, woraus 
folgt: 

oder: 

Soll eine Centralkollineation eine Fläche zweiter 
Ordnimg in sich überführen, so muß. sie eine 
harmonische sein und Centrum und Kollineations- 
ebene sind för die F^ Pol und Polarebene. Jede 
involutorische Centralkollineation transformiert oo^ 
Flächen F^ in sich und jede F^ wird durch oo^ 
solcher Centralkollineationen involutorisch nach 
der zweiten Art in sich übergeführt. 

Denn daß die Fläche F^ involutorisch nach der zweiten 
Art auf sich bezogen wird, folgt daraus, daß jede durch das 
Centrum der KoUineation und eine Erzeugende der Fläche 
gelegte Ebene die F^ noch in einer zweiten Erzeugenden 
itchneidet. 

Es ist auch leicht zu beweisen, daß jede involutorische 
Beziehung einer F^ der zweiten Art durch eine solche 
Centralprojektion erzeugt wird. 

Diese Projektion einer Fläche zweiter Ordnung in sich 
hat Felix Klein als „Spiegelung^^ bezeichnet, welcher Aus- 
druck seine Berechtigung in den Betrachtimgen der so- 
genannten Nicht-Euklidischen Geometrie findet. Es ent- 
spricbt nämlich diese Transiorm«Lt\OTL Aat F* m sich fiir eine 
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auf die F^ zu gründende Cayley^sche Maßbestimmung der 
gewöhnliqben Spiegelung der Euklidischen Geometrie. 



Sich selbst entsprechende Flächen zweiter Ordnung 

einer Korrelation. 

191. Um die analogen Betrachtungen för die korrelative 
Beziehung durchzuführen, sei eine solche reziproke raumliche 
Beziehung gegeben durch die Gleichungen (3) von 178. 
so daß A^A^Ä^A^ oder ADBC das Vierseit, durch 
welches die beiden Kemflächen hindurch gehen. Soll eine 
korrelativ nach der ersten Art auf sich bezogene Flache 
zweiter Ordnung in der räumlichen Korrelation enthalten 
sein, so muß sie notwendigerweise dieses Vierseit enthalten; 
ihre Gleichung wird also von der Form sein: 

(4) Xy^x^ + Xx^x^= (i 

Dieser Fläche entspricht dann die andere: 

(5) (hi^AiSlSi + ^«12021 fs f 4 = 

Die Gleichung der ersten Fläche in Ebenenkoordinaten 
aber wird: 

Soll diese Fläche mit der zweiten durch (5) gegebenen zu- 
sammenfallen, so hat X der Bediogung zu genügen: 

Wir erhalten also im Gegensatz zur Kollineation 
folgenden Satz: 

„Eine allgemeine Korrelation enthält zwei reelle 
oder imaginäre, nach der ersten Art reziprok auf 
sich selbst bezogene Flächen zweiter Ordnimg, 
welche dem Büschel der beiden Kemflächen an- 
gehören." 

192. Eine reziprok nach der zweiten Art auf sich be- 
zogene F^ dagegen findet sich nicht in einer allgemeinen 
Korrelation, wie wir jetzt dartun wollen. 



312 X. Die linearen Transfonnstionen einer Fl&che o. s. f. 

Denn angenommen dies wäre der Fall^ so werden sich 
auf der F^ die Punkte jB und JF (Fig. 91) befindem Nennen 
wir zu einem Punkte des Raumes aJle die Punkte ,^onjugiert", 
welche der dem Punkte in der Korrelation entsprechenden 
Ebene angehören, so wird auf jeder Geraden eine Projekt! vität 
entstehen, gebildet von den konjugierten Punkten auf dieser 
Geraden. Für die Verbindungslinie EF aber geht diese 
Projektivitat in eine Involution über, weil E und F sich in 
doppelter Weise als konjugierte Punkte entsprechen. Die 
Doppelpunkte dieser Involution auf EF endlich sind die 
beiden letzten Ecken C und D des Haupttetraeders AB CD 
der Korrelation. Soll demnach eine nach der zweiten Art 
sich entsprechende JF^ Jn einer Korrelation auftreten, so muß 
jedenfalls die eine Diagonale CD des Vierseits der Korre- 
lation eine Involution konjugierter Punktpaare tragen. 
Die analytische Bedingung dafür ergibt sich ohne weiteres: 
ist die Korrelation wieder durch die Gleichungen (3) von 
178. (Seite 293) gegeben, so besteht zwischen konjugierten 
Punkten Xi und X,- die Belation: 

%2 ^2 ^1 + «21 ^1 ^ + «84 ^4 ^3 + «48 ^8 ^4 = 

Für die Kante CD ist Xj = 0, X^ = 0, so daß die Beziehung 
übergeht in 

«84 ^4 ^3 + «43 ^3 ^4 = 

welche involutorisch wu-d für 

(6) a34 = a^ 

Eine der früheren Betrachtung (Seite 307) ganz analoge 
laßt dann aber erkennen, daß eioe F^ von der erwähnten 
Eigenschaft in der Form erscheinen muß: 

(7) x\ + mc^^-{-2nx^x^=Q 
Die entsprechende Fläche wird 

«84 «48 «12 «21 

Die durch (7) gegebene Fläche schreiben wir in Ebenen- 
koordinaten 

(9) »m|| + n5l + ^m^^|c, = Q 
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Wird jetzt die Bedingang (6) eingeführt, so liefert die Yer- 
gleichung von (8) mit (9) die Beziehung 

^ ^ l/m «ta g^i 

«34 

Das System (7) der Flachen kann also geschrieben werden 

oder mit Benutzung eines rationalen Parameters 

«34 iitl + X^xl) + 2X • y^ia «21 ^1 i*^2 = 

^,Enthalt also eine Korrelation auf einer Diagonale 
ihres Hauptvierseits eine Involution konjugierter 
Punkte^ so fährt sie cx)i Flächen zweiter Ordnung 
(ein quadratisches System) reziprok nach der zweiten 
Art in sich über « 

Zum Abschluß dieser Betrachtungen über die projektive 
Beziehung einer F^ auf sich selbst, muß noch bemerkt werden, 
daß die reelle Existenz der Geraden auf der F^, wie wir 
sie voraussetzten, keine wesentliche Bedingung ausmacht 
für die Gültigkeit dieser Sätze. Dieselben bleiben auch för 
nichtgeradlinige Flächen richtig imd die Ausfuhrung von 
Konstruktionen wird erleichtert, wenn man die von Voß und 
Zeuthen (siehe unten) gegebenen Theoreme benutzt, wonach 
jede solche Beziehung einer F^, durch eine gewisse Anzahl 
von Centralprojektionen — es sind im höchsten Falle vier — 
vermittelt werden kann. 
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193. Das Problem der linearen Transformation einer 
F^ in sich zeigt noch eine rein analytische Seite. Nehmen 
wir an, die Fläche F^ sei in bezug auf ein Polartetraeder 
in der Form gegeben: 

^1^ + xP + ^8^ + ^4^ = 

Alle Glieder sind also positiv, so daß wie es «Uftt<fixv^ ^asfe 
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einer imaginären Flache zu tuen haben. Es möge nun die 
lineare Substitution 

(1) Qxi^ 2^1^X1, (i=l,2,3,4) 

die Flache F^ in sich selbst transformieren. Die neue 
Gleichungsform muß folglich sein: 

^1 + ^2 + ^8 + ^4 = 

Es hat also die lineare Transformation (1) unter dieser Vor- 
aussetzimg die „Form" x[^ + xi^ '\' x^^ + xi^ bis auf einen 

etwaigen Zahlenfaktor io die Form äJi + a?a + ^s + ^4 über- 
geführt 

Allgemein heißt eine lineare Substitution von n Variabeln 
von der Form (1)^ welche die Eigenschaft hat^ daß sie die 
Simmie der Quadrate der Variabeln bis auf einen Zahlen- 
faktor m wieder in die Simmie der Quadrate der neuen 
Variabeln überführt^ so daß also 

(2) 2x1^ = mZx] (i = 1, 2, . . . n) 

(wo m im einfachsten Falle — 1), eine orthogonale Sub- 
stitution. 

Es leuchtet ein^ daß die Koeffizienten a^ dann einer 
Beihe von Bedingungsgleichungen genügen müssen^ die man 
erhält, wenn man in die Gleichung (2) die Werte von xi aus (1) 
einführt. Die Vergleichung beider Seiten liefert sofort 

,ox «?• + aL+ . . . + ali = in (i = 1, 2, 3 . . . n) 

Es bestehen mithin n H ^r = ^ . Bedingungs- 

gleichuDgen zwischen den n^ Koeffizienten einer orthogonalen 
Substitution, so daß 

n(n + l) _ w(n — 1) 
2 2 

dieser Koeffizienten willkürlich gewählt werden dürfen. In 
öfer Tat bat Cayley (siehe \mteii\ die Koeffizienten einer 
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orthogonalen Substitution als rationale Funktionen von 

— n(n — 1) unbestimmten Größen dargestellt Aus den Be- 

Lgur^gleichuBgen (3) ziehen w endHch noch folgende 
w2i^chtige Folgerungen: ^ 

Bildet man das Quadrat der Substitutionsdeterminante A, 
80 folgt aus dem Multiplikationstheorem för Determinanten 
mit Rücksicht auf (3) ohne weiteres 

Je nachdem die Determinante einer orthogonalen Substitution 
den Wert + 1 oder — 1 hat, heißt sie eine eigentliche 
oder uneigentliche, was unseren Transformationen erster 
bezw. zweiter Art entspricht. 

Multipliziert man femer die Gleichungen (1) der Beihe 
nach mit an, (Za. . . üni, so ergibt sich 

= {ttuan + a2,a2i + . . . + a,u'an i)^i + 



+ («li- + «21 + • • • + «ni) ^i 

+ (ö^niö^in + (X'2i<hn + • • • + ötniötn«)^« 

oder mit Rücksicht auf (3) imd (2) 

oder 

(4) mXi = 2:akiXk (i = l,2...n) 

Von der umfangreichen Literatur seien folgende Arbeiten 
erwähnt: 

Cayley: „Sur quelques propri^tes des d^terminants gauches^^ 
Jour. för Math., Bd. 32, 1846. 

Yoß: „Über orthogonale Substitutionen.^^ Math. Annalen, 
Bd. 13, 1878. 



316 ^ I^io linearen Transformationen einer Fläche n. s. t 

Zeuthen: ^^Th^orie des figures projektives sur une surface 
du second ordre'^ Math. Annalen^ Bd. 18^ 1881. 

Sturm: „über Kollineationen und Korrelationen, welche 
Flachen zweiten Grades oder kubische Raumkurven in 
sich selbst transformieren'^. Math. Annalen, Bd. 26, 1886. 

Clebsch-Lindemann: „Vorlesungen über Geometrie^'. 
Bd. 2, 1. Teil, Seite 356. — Hier werden alle Trans- 
formationen einer F^ in sich abgeleitet und alle mög- 
lichen Fälle angegeben. Daran schließt sich (S. 373) 
die Untersuchung der linearen Kaumtransformationen, 
welche einen Kegelschnitt in sich überfuhren. 

Wendet man dies auf den unendlich fernen ima- 
ginären Kugelkreis an, so erhält man aus den eigent- 
lichen Transformationen desselben die verschiedenen 
Bewegungen des Raumes. Die von Lindemann für 
die uneigentlichen Transformationen von drei und vier 
Variabein gegebenen Formeln hat auf eine quadratische 
Form von beliebig vielen Variabein ausgedehnt 

Löwy: „Über die Transformationen einer quadratischen Form 
in sich selbst^^ Inaug. Diss., München-Halle 1895. 



§ 32. Die Koordinaten-Transformation, anfgefafst als 

kollineare Beziehung. 

194. Wenden wir uns nochmals zu der schon öfter er- 
wähnten Auffassung, bei der wir ein und dasselbe Eaum- 
gebilde auf zwei verschiedene Koordinatensysteme beziehen. 
Es seien also die Punktgruppen Äi, A2, Ä^, Ä^, E und 
Jfi, -^2, Äs, A!^y E' ganz beliebig als Fundamentalsysteme 
gegeben und ein Punkt habe in bezug auf dieselben die 
Koordinaten Xi bezw xi. Wir fragen nach dem Zusammen- 
hang zwischen diesen Koordinaten. Derselbe ließe sich direkt 
ermitteln, wir wollen ihn aber auf folgendem Wege her- 
stellen. Es möge eine kollineare Beziehung im £aume 
gedacht werden, so daß jedem Punkte Xiy der auf das Ko- 
ordinatensystem [Ai] bezogen wird, ein bestimmter Punkt xi 
entspricht, der zu dem Koordinatensystem [-4^] in Beziehung 
gebracht ist Denken wir uns v^evtet^ d\^ kollineare Be- 
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ziehusg gehe über in eine identische^ so fallt jeder Ponkt 
mit dem ihm entsprechenden zusammen und der kollineare 
Zusammenhang drückt lediglich die Beziehung des gleichen 
Punktes auf zwei Koordinatensysteme aus. Man k^m also 
sagen: Jede Koordinatentransformation läßt sich auffassen 
als eine identische Kollineation^ die bei Zugrundelegung 
verschiedener Koordinatensysteme jedes Element mit dem 
entsprechenden zum Zusammenfallen bringt. 

So betrachtet^ läufl unsere Aufgabe darauf hinaus, in 
einer linearen Substitution 

(1) Qxl = 2aaXu (t = l,2,3, 4) 

die Koeffizienten a^ der Bedingung gemäß zu bestimmen^ 
daß die durch sie dargestellte Kollineation in eine Identität 
übergehe. Dies wird aber nach 165. der Fall sein, wenn 
fünf Punkte mit ihren entsprechenden sich vereinigen. Wir 
wollen dies für die Punkte A^j A^j Ä^, A^y E ausdrücken, 
denen vermöge der Gleichungen (1) fünf Punkte entsprechen 
mögen, welche mit (A^' {A^Y {A^' {A^' {E)' bezeichnet 
seien. Die Bedingung für die Identität der kollinearen Systeme 
ist dann: 

195. Um dies analytisch zu formulieren, muß die Lage 
des einen Koordinaten-Systems gegen das andere gegeben 
sein und zwar wollen wir die Koordinaten der Punkte Ai in 
bezug auf das System \Ai\ einföhren wie folgt: 

A^ habe in bezug auf das Koordinatensystem [^^ 

die Koordinaten a/ , ci4y c^, al 

A^ yy y> i>U K Ky H 

Aß „ „ C|, C2f Cg, C4 

A^ „ „ di, d2, d{y dl 

E „ „ 61, «2, t^y C4 

Andererseits hat z. B. der Punkt A^ im System [^4,] die 
Koordinaten (Ä^, 0, 0, 0) und die Formeln (1) liefern für den 
ihm entsprechenden Punkt {A^' als "Koot^-öJäw ^^"^«bl- 
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haltniszahlen ^i > ^i^ Ogi^ a^i', wir erhalten demnach folgende 
Bedingungen: 



(2) 



femer 



(3) 



012:022 ' %2 • «42 = ^1' ' ^i • ^8 5 64 
^8 • ^8 • «83 • «43 = ^1 : C2 J Cg : C4 

«13 : a^^ : ag^ : a44 = dl \di\dii dl 

Q e{ = «11 + »12 + «13 + «14 
Q ei = a^i + «22 + «23 + «24 
Q ei = agi + «32 + «88 + «34 
Q ei = a^i + «42 + «43 + «44 



Um aus diesem System von Gleichungen die Koeffizienten an 
zu ermitteln, drückt man*) die zwölf Größen a,„ o,,, . . . «,„ 
welche in den drei letzten Zeilen der Gruppe (3) stehen> 
vermöge der Gleichungen (2) aus durch die vier Größen 
«11 > «12' «13 > «14 ^^^ erhält zur Bestimmung derselben die 
linearen Gleichimgen: 



Q ei = «11 + «12 + «13 + «14 



Qei = 


«2' 




"^^ + dl 


(*> .a.- = 


«8 , &8 , Cj' 


'^'■^dl 


Qei = 


al , &/ , cl 


'^ + dl 


Ist 




0/ 6/ c( dl 






Jf= 


al bi cl dl 
al bl cl dl 
al bl cl dl 





«14 



«14 



a 



14 



*) Piedler: Die darstellende Geometrie, III. Teil, Leipzig 1888. 
Seite 415. 
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und bezeichnet man die ünterdeterminante^ die zu a/ gehört^ 
mit Ol u. 8. i., so ergibt sich aus (4) 

^ • Jf Oll = a/ • (e!a{ + eiai + eiai + elal) 
femer 

fjL . Ma^^ - &i' . {e(ß( + 6//S/ + eißi + 64' /S/) 

^ • Jtf ttgi = al • («1' Ol' + ei ai + Cg' ag' + el al) 

XL 8. f. 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (1) ein, so geben 
dieselben den allgemeinsten Übergang von einem System 
projektiver Koordinaten zu einem zweiten. Für ebene 
Systeme findet man daraus unter Weglassung der vierten 
Koordinate die allgemeinsten Gleichungen der Koordinaten- 
Transformation. Die zahlreichen, speziellen Fälle, welche man 
aus diesen Formeln ableiten kann, können als Übung dienen. 

Hat man z. B. zwei rechtwinkelige Koordinatensysteme 
OX, Or, OZ und OX', OY', OZ' mit dem gleichen ür- 
Sprung 0, so erhält man die Transformationsformeln: 

x'=x* cos(X'X) + «/ . cos(X' F) + ^ . cos(X'Z) 
y'^x • cos (T'X) +y • cos(F F) + -9 . cos(r'Z) 
x;'=a;-cos(Z'X) +«/.cos(Z' F) + ^ • cos(Z' Z) 

Die Koeffizienten dieser Substitution genügen den Gleichungen 

cos« (X' X) + cos« ( r' X) + cos« (Z' X) = 1 u. s. f. 

sowie 

cos(X'X) . cos(X' Y) + cos(FX) . cos(r' Y) 

+ cos (Z' X) cos (Z' Y) = 
u. s. f. 

so daß wir es nach 193. mit einer orthogonalen Substitution 
zu tun haben. In der Tat ergibt sich ja auch für die Ent- 
fernung r eines Punktes vom Koordinatenanfang 
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196. Die räumlichen Kollineationen^ welche eine Kugel 
in sich überfuhren^ werden am einfachsten durch Einföhrung 
einer komplexen Yariabeln dargestellt^ während wir uns 
in diesem ersten Teile auf reelle Yariabeln und reelle 
Substitutionen beschrankt haben. Dementsprechend sollen 
die mehr in das Grebiet der Funktionentheorie hinüber- 
ereifenden Kapitel der Lehre von den geometrischen Trans- 
formationen im Zusammenhange mit den Verwandtschaften 
höheren Grades im zweiten Teile dieses Buches ihre Erledi- 
gung finden. 



Register. 



Die beigesetzten Zahlen geben die Seite des Buches an. 



Achsen, Konstruktion der eines Kegel- 
schnittes 242. 

Ähnliche Systeme, Ähnlichkeit 145, 156. 

Affine Systeme, Affinität 189, 156. 

Affin -gleich 145, 271. 

Affin -perspektiv 171, 290. 

Anastigmatisches Punktpaar 272. 

Astigmatisches Bündel 272. 

Ausartung der projektiven Beziehung 
72, 116, 169, 255. 

Ausartung der reziproken Beziehung 
124,^5. 

Axiale Kollineation 276 

Axial -symmetrisch 297. 

Brennebene 273. 

Brennpunkt eines Kegelschnittes 281, 
240. 

Charakteristik 167. 
Cyklisch- projektive Gebilde 88. 
Cyklisch -projektive Punktreihen 92. 
Cyklisch -projektive Strahlenbüschel 94. 
Cyklische Kollineation 181. 

Determinante einer Substitution 68, 118, 

252. 
Doppelelemente 78, 273. 
üoppelebene 273. 
Doppelgerade 150. 
Doppelpunkt 79, 150, 273. 
Doppelstrahlen 79, 173. 
Doppelverhaitnis 3. 



Knheitspunkt 8, 22, 41. 
^heitsebene 45. 
^^eitsgerade 27. 

^oeblemmnn, Geometdacbe TransformaÜonen. 



Elementarteiler 282. 

Ellipse als Bild emes Kreises 209. 

Fluchtlinie 165. 
Fluchtebene 254, 285. 
Froschschenkelsystem 201. 

Gegenachsen 265. 
Gegenebenen 285. 
Gelenkparallelogramm 193w 
Geschart- in volutorische Systeme 297. 
Geschaiiie Kollineation 276. 
Gleichsinnig- ähnlich 157, 282. 
Gleichsinnig -kongruent 158, 288. 



zweier Elementen- 



Harmonieale 20. 
Harmonische Lage 

paare 14. 
Homologie 297. 
Hauptvierseit 293. 

Incidonte Elemente 293. 

Invarianten einer projektiven Beziehung 

81, 153, 275. 
Involution, elliptische 105. 
Involution, hyperbolische 105. 
Involution, parabolische 105. 
Involution, rechtwinkelige 98. 
Irrationaler Funkt 263. 

Kegelschnitte 119. 
Kemfläche 293. 
Kinematik 197. 
Koordinaten einer Ebene 43. 
Koordinaten einer Geraden 25. 
Koordinaten eines Punktes 20, 88.. 
Kollineare Ebenen 106. 
Kollineaie B.&Mme StAS». 
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Kroispunkto, Die imapinflren 33. 
Krystallographio 264, 271. 
Ku^elkreis, Der imaginäre 54. 
Kurvoii dritter Ordnung 119. 

Linienkoordinaten 37. 

Maßbostlnimun? in den Orundgebilden 

erster Stufe 7. 
Maßbestimmung in der Punktreibe 7. 
Maßbestimmung im StrahlenbQschel 9. 
Maßbestimmung im EbenenbQschel 10. 
Maßbestimmung in den Grundgebilden 

zweiter Stufe 18. 
Maßbestimmung im Bündel 38. 
Maßbestimmung in der Ebene 20. 
Maßbestimmung im Räume 38. 

Netz, Das MObiussche, in der Ebene 127. 
Netz, Das Möbiussche, im Räume 258. 
Nullsystem 196. 

Pantograpli 192. 

Pantograph, freischwebender 194. 
Perspektive Bündel 117. 
Perspektive Ebenen 115. 
Perspektive Kegelschnitte 228. 
Perspektive Lage zweier Ebenen 115. 
Perspektive Lage zweier RAume 278. 
Perspektograph von Ritter 199. 
Perspektograph von Hauck- Brauer 204. 
Polarfeld 189. 
Polardreieck 232. 



Polarsystem 2%. 

Projektive Eigenschalten 118. 

Reziproke Bezielumg der Grundgebilde 

zweiter Stufe 117. 
Reziproke Beziehung der Gnindgebildc 

dritter Stufe ä1. 
Rationale Gebilde 104. 
Relief, Reliefperspektive 277, 234. 
Relief- Modellierapparat 291. 

Schnitte von CyJindern, Kegeln, Prismen, 

Pyramiden 215. 
Schraubenachse . Schraubenbewegunir. 

Schraubung 284. 
Storchschnabel 192. 
Spiegelung 310. 

Substitution, lineare 68, 113, 252. 
Substitution, orthogonale 814. 
Symmetrie, symmetrisch 172, 297. 

Teleskopische Abbildung 278. 
Tiefe eines Reliefs 288. 

Unendlich ferne Gerade einer Ebene 33. 
Unendlich ferne Ebene des Raumes 54. 
Ungleichaiimig- ähnlich 157, 282. 
Ungleichsinnig- kongruent 158, 283. 
Unikui-sale Gebilde 108. 

Vereinigte Lage von Punkt und Gerade 30. 
Vereinigte Lage von Punkt und Ebene 48. 

Winkel zweier Geraden 16. 



Berichtigung: In der Überschrift zu 22. auf Seite 33 ist zu schreiben: 
„Die unendlich ferne Gerade*' statt ,,Die unendlich ferne Ebene.*' 
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Kmr Sammlung; 



von 



Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben 

mathematischer Natur. 

Von 

Dr. Hermann Schuberts 

l'rofrssor an der < Irlehrteiischulc des Johannruins 7.11 Hamburg. 

Arok«>« Aaiff. Ib :t Bda. h Mk. f.— sebd. Kleine A«if. febd. Mk. .*>.— 

Wie schon der Titel »agt, handelt es sirh birr um kein streng Wissenschaft - 
liche.<; Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand Gedanken über 
Dinge niedergelegt ha', die mit der Mathematik in Berührung stehen und mit denen 
sich jeder (rebildete oft und gern in seinen Mussestunden beschäftigt. Es sind un- 
gezwungene kritisch-historische Hctrachtungen und unterhaltende Plaudereien über 
alle möglichen Probleme und Kunststücke, die in einer auch dem Laien leicht fass- 
lichen Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 



Zwölf Geduldspiele 

ffir Nlchtmathematlker 

zum Zwecke der Unterhaltung historisch n. kritisch belenchtet. 

Von 

Dr. Hermann Schubert, 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 
Oriftaell kartomniert Mk. 2.—. 

— Neue Ausgabe. — 

In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die 
ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die Arbeit, 
wenn man den Weisungen des Verfassers folgt. Derselbe brgnügt sich übrigens nicht 
mit der Schilderung der Spiele imd der Enthüllung ihrrr f tclirinunsse, sondern erteilt 
zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 



Der Name d<*s Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, und somit dürften 
die Bücher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich nur 
einigermassen für diese Wissenschaft interessiert, ja überhaupt jedem denkenden, 
gebildeten Laien manche genussreiche Stunde schaffen. 




G. J. OÖBchen'sche Verlagshondlung in I^ipzig. 
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eiemeiite der Stereometrie 

von 

Pr«r. Dr. GasiaT H^lzmüll^r* 

I. Band: Die Lehrsfltze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis broschiert Mk. 6.— , gebunden M. 6.60. 

II. Band: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10. — , gebunden 
Mk. 10.80. 

III. Band: Die Untersuchung und Konstruktion schwierigerer 

Ranmgebilde. Mit 126 Figuren. Preis broschiert 
Mk. 9.—, gebunden Mk. 9.80. 

IV. (Schluss-) Band erscheint im Herbst 1902. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar" ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Analysis 
und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie aus- 
geschlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie 
in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es 
die Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet 
worden ist, sind streng konstruiert und fast jecje ist ein Bei- 
spiel der darstellenden Geometrie, 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereo- 
metrie weit über das übliche Ziel hinaus, giebt neben den 
Lehrsätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die Konstruk- 
tion und die Berechnung gleichmässig und wird somit an 
Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem 
der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 

Ausführliche Prospekte unberechnet und postfrei. 
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